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Vorwort.

Nach emer Reihe von Vorarkeiten in Prof. Dr. Steins ,,Archiv
fur systematische Philosophie* 1916 {f. gebe ich hiermit die ausfiihr-
liche Darstellung meiner als objektiv erkannten Polargeometrie.
Ich tue es im Gedenken an Robert Mayer und im BewuBtsein
einer Pflicht.

Zeitschriften werden gebeten, das Buch mit der Korrektheit zu
behandeln, die man einer redlichen Sache entgegenbringt. Bericht-
erstatter werden gebeten, sich der Einsicht, daf das Buch mit zu-
reichender Kenntnis der Ergebnisse der heutigen Mathematik ge-
schrieben ist, nicht zu verschliefen. Die gencigten Leser aber werden
gebeten, das Buch mit ihrer eigenen Urteilskraft zu durchdenken.

Der Name Polargeometrie erklirt sich daraus, daf nach diesem
System jedem Raumpunkt— im ,, Unendlicken‘ ein ebenso bestimmter
Raumpunkt entspricht, so daBl also der Raum eine polare, d. h. sym-
netrische oder dualistische, Struktur aufweist.

Schiltigheim hei StraBburg 1. K., Ostern 1918.

Ernst Barthel.






Padagogischer Brief.

Herrn Prof. Dr. C. H., Minchen.

Sie schreiben mir, daf Ihnen, ebwohl ich noch nicht Thre person-
liche Bekanntschaft gemacht habe, meine Polargeometrie wie Ihre
eigene Sache am Herzen liege, und dab Sie gesonnen seien, deren
elementare Inhalte in Ihren Mathematikklassen praktisch durch-
zuarbeiten. Nichts konnte mir erfreulicher sein, als daf ein anderer
Mathematiker das System in pidagogischer Breite vortriige. Liegen
doch auch hier die entscheidenden Punkte der wissenschaftlichen
Lehre in den einfachsten Grundlagen, und es diirfte nicht ausbleiben,
daB Ihre Schiiler, wie Sie selbst es getan haben, die Wahrheit und
Schonheit der Polargeometrie sowie deren Uberlegenheit fiir das
Verstéindnis des geometrisch ,,Unendlichen‘ erkennen. Die Schiiler
konnen unbedenklich mit der Polargeometrie bekannt gemacht
werden, da sie den sicheren Teilen der allgemein ver-
breiteten Lehre in keiner Weise widerspricht, sondern
nur eine besondere Akzentuierung der Dinge neu einfiihrt, aus welcher
eine Vereinfachung hervorgeht.

Da mein Buch nicht unmittelbar in padagogischer Absicht ver-
faBt ist, mochte ich mir erlauben, Sie auf die Paragraphen zu ver-
weigen, die in der Schule von Wert sein diirften. Man wird dieselben
den Schiilern in einfachster Breite ausfithren und wohl auch eine
straffere Systematik im Sinne der gebriuchlichen Schulbiicher ein-
treten lassen. Ausgangspunkt bleibt immer der Satz: ,,Geometrie
griindet sich nicht auf logische, sondern auf geometrische
Grundlagen, d. h. auf die einfachsten geometrischen Anschau-



ungen und Prozesse. Die Logik ist nur das Hilfsmittel der Geometrie,
richt deren Grundlage*‘. Daraufhin folgen sogleich die dreizehn De-
finitionen des § 11 und die Deduktion der Paralleleneigenschaften.
Wenn die Parallelenfrage in Quarta nach Riemann-Helmholtz
statt nach Euklid gelost wird, ist der Beden fiir die spater zu er-
lernende projektive Geometrie schon vorbereitet, und der Schiiler
bleibt mit den inneren Widerspriichen, zu denen der euklidische Stand-
punkt fithrt, verschont. Die reichliche Verwendung von Anschauungs-
material (Kugel und Lambertsche Miinze) ist im Text empfohlen.
Die Auswahl des Stoffes fiir die verschiedenen Klassen miichte ich
Thnen selbst iiberlassen. Es diirfte von Quarta bis Prima jede Stufe
irgendwic mitbeteiligt sein.

Die padagogisch in Betracht kommenden Paragraphen sind
folgende: §§ 11, 12, 13, 14, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 28, 24, 25, 26, 27,
28, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 41, 42, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52,
53, 54, 55, b6, b7, b8, b9, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72,
73, 4, 75, 76, 77, 18, 79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 89, 90, 91.

Um Polemik und andere Theorien wird man sich in der Schule
grundsatzlich nicht kiimmern, aufler in dem cinen Falle, wo man den
Schiilern mitteilt, daf Euklid eine Parallelenlehre aufgestellt hat,
nach welcher es in einer Ebene nichtschneidende Gerade gibt, daB
er also die Analogie und Kontinuitét zwischen Kugelhauptkreisen
und Geraden noch nicht ahnte. Man kann den Schiilern weiter mit-
teilen, dal dic Annahme Euklids von parallelen Geraden, die einander
iiberhaupt nicht schneiden, sondern immer gleichen Abstand behalten,
im tiglichen Sprachgebrauch Fu gefafit hat (man spricht von ,.paral-
lelen‘* Eisenbahnschienen, von ,,parallelen‘* Peripherien konzentrischer
Kreise usw.), und daf auch die Wissenschaft die Theorie Euklids bis
vor kurzem noch nicht preisgegeben hatte, sondern an dicse Theorie
komplizierte logische Untersuchungen ankniipfte, von denen aber nur
gesagt wird, daf wir ohne sie auskommen. E. B.



I. Der Grundgedanke und seine Beweise.

§ 1. Der Grundgedanke.

Die innere Konsequenz der Geometrie erfordert gebieterisch, dafl
die euklidische Parallelenlehre auf Schulen und Universititen mit
aller Deutlichleit als objektiv unzutreffend preisgegeben und ersetst
werde durch cine an Desargues und Riemann ankniipfende neue
Parallelentheorie.

Die euklidische Parallelenlehre definiert Parallelen als einander
nichtschneidende Geraden einer Ebene.

Die neue Parallelenlehre, welche in der projektiven Geometrie
vorgebildet ist'), falit dagegen die Ebene als Grenzwert einer Kugel-
schar auf, lehrt also, daf nichtschneidende Geraden einer Ebene nicht
existieren konnen. Nach ihr haben je zwei Geraden einer Ebene wie
zwel Hauptkreise einer Kugel zwei reelle Schnittpunkte.

In der Lehre Euklids besteht zwischen den Punkten 0 und =
der analytischen Geometrie ein Wesensunterschied. 0 ist ein bestimmter
Punkt, o it ein unbestimmter Punkt, liegt immer noch weiter ent-
fernt als jeder angebbare bestimmte Punkt der Ebene. '

In der hier gebotenen Lehre dagegen besteht zwischen den Punkten
0 und = volle Gleichartigkeit und Gleichherechtigung. Beide sind
bestimmte Punkte der Ebene. Unbestimmte Punkte gibt es liberhaupt
nicht, sind ein Widerspruch in sich selbst. Der Punkt + = hat alle
geometrischen Kigenschaften eines beliebigen anderen Punktes der
Ebene, zum Beispiel des Punktes ‘+ 0. Man kann von ihm aus die
Richtungen nach rechts, links, oben, unten, vorn und hinten unter-
scheiden. Man kann durch ihn ein Strahlenbiischel legen. Man kann

) D(Mugu(s und die projektive Geometrie vertreten unnhnto sinen
antieuklidischien btandpunkt Sie sprechen nicht ausdriicklich aus, aber be-
titigen, dafBl es richtschneidende (‘vraden einer libene nicht gibt.
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sich am Punkte T > stehend denken, wie man sich am Punkte T 0
stehend denken kann.

Die niedere und hohere Mathematik erkennt lingst an, daB die
GroBen T 0 und T o einander in jeder Hinsicht reziprok entgegen-
gesetzt und gleichberechtigt sind. Die hier gebotene geometrische
Lehre ist nichts weniger als ein Umsturz der bestehenden Errungen-
schaften, sondern lediglich eine Ausscheidung unwissenschaftlicher
Einsprengungen in die bisherige Lehre. Die Geometrie wird erst voll
und ganz exakte Wissenschaft, wenn die Kundlosigkeitsnebel, die man
bisher noch an ihrem Horizont bemerkte, bis auf den letzten Rest
vertrieben werden. Die Tendenz, alles Indefinite aus der Geometrie
zu verbannen, wird man, wie Immer man sich zum Inhalt des Systems
stellen mag, als eine Bestrebung anerkennen miissen, die dem Lauf
der. modernen Entwicklung konform geht.

§ 2. Eine Kritik.

Der Mathematiker, der diese Dinge liest, fithlt sich im ersten
Augenblick zu dem Urteil bewogen, daB der Gedanke lingst dagewesen
sel. Vorliegendes Buch wiire in diesem Falle, wie es scheint, iiher-
flissig. Doch ist die Kritik aus folgenden Griinden unméglich.

Es ist natiirlich richtig, dab der Inhalt des Buches nicht m dem
Sinne neu ist, dab er in der seitherigen Entwicklung der Mathematik
gar keine Ankniipfungspunkte besiifie. Im Gegenteil gibt das Buch
einem Gedanken eine eigenartig konsequente Wendung, der in der
neueren Geometrie langsam herangekeimt ist vnd in sporadischer Form
jedem Mathematiker bekannt war. Dal die Ebene der Grenzwert einer
Kugeloberfliche ist, braucht der Welt nicht mehr als Neuigkeit
verkitndet zu werden.

Aber das Buch will auch etwas ganz anderes. Ks will die Un-
vereinbarkeit dieses Gedankens mit der euklidischen
Geometrie deutlich machen. KEs will ferner die UnerlkiBlichkeit des
Gedankens dazu benutzen, die Vielheit der logisch moglichen Geo-
metrien aul eine einzige geometrisch mogliche Geometrie zu redu-
zieren. Ks will schlieBlich auch die Konsequenzen aus dem Gedatken
ziehen, die, so nahe sie liegen, niemals gezogen worden sind, weil sich
die  Aufmerksamkeit der Mathematik nicht mit geeigneter Stirke
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auf den wichtigen Punkt konzentrierte, und das wahrscheinlich des-
halb, weil er so einfach ist.

Die Berechtigung dieses Buches wird bewiesen:

a) Durch die Tatsache, daB auf den Schulen noch die nachweislich
falsche Parallelenlehre Kuklids gelehrt wird. |

b) Durch die Tatsache, daf die geometrische Grundlagenforschung
bei einer Vielheit von logisch moglichen Geometrien stehen zu bleiben
lehrt und sich also jeder Aussage iiber die objektiven Eigenschaften
des Raumes enthalt.

¢) Durch die Tatsache, dall die mathematischen Einzelfolge-
rungen aus dem Gedanken noch niemals ausgesprochen worden sind.

§ 3. Gegner des Grundgedankeus.

Dieser Grundgedanke ist im folgenden ausfiihrlich zu beweisen
und gegen Andersdenkende in Schutz zu nehmen. Als Gegner kommen
I Betracht:

1. Die zahlreichen Anhinger der euklidischen Parallelenlehre,
die etwa durch Eugen Diithring reprisentiert sein mogen. Kin Teil
von ihnen ist der Ansicht, daf} die neue Parallelentheorie gegen fest-
stehende Grundwahrheiten der Analyvtik und der projektiven Geo-
metrie verstofen wiirde.

2. Die Vertreter der modernen geometrischen Grundlagenforschung.
als deren Reprisentant Hilbert gelten moge. Diese halten auf Grund
vermeintlicher logischer Krfordernisse jede objektive Kindeutigkeit
in der Geometrie fiir unmoglich.

$4. Vorliufige Auseinandersetzung mit den
Anhingern Euklids.

Unter den ,,Anhiingern Euklids® verstehe ich Mathematiker, die
die nichteuklidischen Geometrien als wertlose Scholastik betrachten,
das euklidische System also fiir einzig richtig halten. Der Verfasser
darf bestimmt hoffen, daf er diese Gruppe durch die Wucht seiner
Griinde fiir den neuen Standpunkt gewinnen wird. Denn es handelt
sich um klare Sachverhalte, die dazu notigen, da man die euklidische
Parallelenlehre mit der neuen vertausche, und zwar nicht blo8 nebenbei,
sondern iiberall und grundsatzlich.



14 Ernst Barthel,

§ 5. Vorldufige Auseinandersetzung mit den
Anhiangern Hilberts.

Unter den ,,Anhiingern Hilberts* verstehe ich Mathemaiiker,
die die Gleichberechtigung der drei logisch moglichen Geometrien
lehren, sich also jeder sachlichen Bevorzugung eines der drel Systeme
enthalten. Man hitte sie ebenso gut als Anhinger Liebmanns,
Poincarés, Couturats bezeichnen kimnen. Sie vertreten die jetzige
Hauptstromung.

Diese Gruppe von Gegnern wire enttiuscht, wenn die Viclheit
der ,logisch einwandfreien Geometrien™, wie sie durch Huklid,
Lobatschewsky-Bolvai, Klein-Clifford, Riemann-Helm-
holtz geschatfen worden sind, zu einer einzigen objektiv eindeutigen
Geometrie reduziert werden wiirde.

Daf das Problem wichtig ist, bezweifrit in diesem Kreise niemand.
Wellstein (Enzyklopadie Bd. II 5. 151) spricht der Frage der ob-
jektiven Eindeutigkeitsgeometrie eine ,gewaltige Tragwelte“ zu .
Irgend eine begriindete Stellungnahme dieser Gruppe zu dem neuen
Lisungsversuch wire wiinschenswert, weil sich diese Gedanken dem
menschlichen Geiste doch immer wieder aufdringen werden. Die sach-
liche Uberlegenheit der Riemann-Helmholtzschen Geometrie
ither die andern ,Jogisch moglichen Geometrien diirfte nach den
Ausfithrungen dieses Buches keinem Zweifel mehr unterliegen. Vgl
hier auch schon § 20.

§ 6. Die Theorie GeiBlers.

Dr. Kurt Geifiler vertritt in mehreren Biichern eine Theorie,
die sich weder zu den Hilbertschen Grundiagen, noch ohne weiteres
zu. Buklid bekennt. Der Verfasser stellt die Lehre auf, dafl firr dic
gewohnliche ,,Weitenbehaftung*, d. h. MaB-Sphare, die euklidische
GGeometrie im Rechte sel, wihrend fiir eine Weitenbehaftung hiherer
Ordoung die Lobatschewskysche Annahme cines ganzen Biischels
Nichtschneidender Geltung habe. Dieser Standpunkt diirfte folgender
Kritik unterliegen:

1. GeiBler nimmt in der Geometrie eine Endlosigkeit an, ohne
alle elementarlogischen Kriterien befragt zu haben, ob das zulissig
ist. Unser Buch dagegen fragt sich, ob man auf Grund einer klaren
Logik berechtigt ist, nichtschneidende Geraden einer Ebene an-
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zunehmen. Und es kommt zu dem vielfach begriindeten Schlu8, daf
dies nicht der Fall ist. Daraus ergibt sich der definite Charakter des
geometrisch Unendlichen.

2. Die (reiBlersche Behauptung, auch der Unterschied von
,,Gekrimmt*“ und ,,Ungekrimmt® sei nur relativ und miisse noch
durch Angabe der Weitenbehaftung priizisiert werden, scheint mir
ein Verstol gegen die Fundamente der geometrischen Urteilskraft.
Entweder ist eine Linie gerade oder krumm, und zwar dies im ab-
soluten Sinne.

§ 7. Zwel Wege der Grundlegung der Geometrie.

Die jetzige Grundlagenforschung fithrt die Geometrie auf Axiome
zuriick, d. h. auf eine geringe Zahl nicht heweisharer, hypothetisch
angenommener Voraussetzungen. Diese Axiome werden derart
gewahlt, daB sie zusammen ein widerspruchsloses System ermgglichen.
Widerspruchslosigkeit ist also das oberste Kennzeichen eines wissen-
schaftlich berechtigten Systems der Geometrie. Und da es tatsichlich
mehrere Geometrien gibt, welche im rein logischen Sinne wider-
spruchslos sind, so folgt fiir diesen Standpunkt, daf nicht ausgemacht
werden kann, welche Geometrie objektiv zu Recht besteht.

Es gibt aber einen zweiten Weg der geometrischen Grundlegung
der bisher vernachlissigt wurde und hier beschritten werden wird.
Er geht nicht von willkiirlich gew#hlten Axiomen aus, sondern von
einer geringen Anzahl von Definitionen, welche dem Sprachgebrauch
entsprechen und sich mit den durch :le gemeinten objektiven Denk-
und Vorstellungsinhalten in kongruenter Weise decken.

Aus den denknotwendigen Definitionen der geometrischen
FundamentalgroBfen werden alle geometrischen Schliisse mit ein-
deutiger Notwendigkeit gezogen. Auch die Frage nach dem gegen-
seitigen Verhalten zweier Senkrechten auf derselben dritten Geraden
einer Ebene wird auf dem neuen Standpunkt nicht mehr durch Axiome
ad libitum entschieden, sondern durch klaren geometrischen Schluf
eindeutig gefclgert.

Zusammenfassend kann also gesagt werden:

Der logistische, axiomatische, nominalistische, subjektivistische,
zur Vieldeutigkeit fithrende Weg der geometrischen Grundlegung wird
vom Verfasser mit vollem BewuBtsein preisgegeben, da er eine solide,
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d. h. eindeutige Fundierung der Geometrie nicht erlaubt, und da es
einen anderen Weg gibt, der dieses Erfordernis auf das beste erfiillt.
Der neue Weg hat im Gegensatz zu dem erstgenannten einen rein geo-
metrischen, definitorischen, realistischen, objektiven Charakter und
fiihrt zur Eindeutigkeit. Auf Grund der rein formalen, axiomatischen
Behandlung der geometrischen Grundlagen wiren drei Geometrien
moglich  Die Mitberiicksichtigung der geometrischen Kontinuitit
fithrt aber zu d m Ergebnis, da8 unter diesen drei Geometrien eine
einzige den Vorzug verdient, nimlich die von Riemann.

§ 8 Axiom und Definition.

Die Axiome, d.h. unbeweisbaren Grundsitze, welche einer
Spezialwissenschaft zugrundeliegen, konnen nur die Voraussetzingen
des allgemeinen Menschenverstandes sein, welche niemand im Ernst
bezweifelt und auch nur ein Logiker aufzuzihlen sich die Mithe machen
wird. Statt aller dieser Axiome kann der kategorische Imperativ
gelien: Gebrauche deinen Verstand. AuBer auf dem Verstand beruht
jede Spezialwissenschaft nur auf der Erfahrung und auf Definitionen.

Die Polargeometrie beruht auf dreizehn einfachen und un-
bestreitbar dem Sprachgebrauch entsprechenden Definitionen. Aus
inen 1iBt sich das ganze System einschlieSlich der Paralleleneigen-
schaften folgern, ohne daB man besondere Axiome zu Hilfe nimmyt.
Daf Euklid sein berithmtes Buch auf Definitionen und auch auf
Axiome griinden mufite, ergibt sich aus der mangelhaften
Art seiner Definitionen, besonders der Geraden. Die moderne
geometrische Entwicklung seit Desargues hat uns iiber die objektiven
Erfordernisse der Geometrie erst die Augen geiffnet. Kelnesfalls
darf man sich heute Euklids Methode zur dogmatischen Lehre ge-
reichen lassen. Man muf} vielmehr die Geometrie ohne Axiome, blof
auf Grund von allgemeinverbindlichen Definitionen, neu schaffen.
Dies soll im Prinzip hier geschehen.

$ 9. Die Polargeometrie als logisch migliche Geo-
metrie.

Da der logische Weg der Grundlagenforschung den begriindeten
Anspruch erhebt, alle logisch miglichen Geometrien aufzdhlen zu
kinnen, so kann ihm auch diejenige Geometrie, welche hier als Polar-
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geometrie vorgetragen wird, nicht ganz unbekannt sein. In der Tat
hat er in der Riemannschen Geometrie, der sog. elliptischen, ein
System erzeugt, das sich in seinen Voraussetzungen mit den objek-
tiven Anforderungen deckt. Es verdient jedoch bemerkt zu werden,
daB die prejektive Geometrie den Gedanken, daB Parallelensich
schneiden, und zwar in zwei Punkten, schon seit Desargues implizite
vertreten hat und deher als die wahre Erfinderin des ,,Riemannschen*
Axioms angesprochen werden muB. Trotzdem.die Polargeometrie
also im Prinzip ,,schon lingst dagewesen‘ ist, ist doch das Wichtigste
an ihr, ndmlich ihre Objektivitit, niemals behauptet und bewiesen
worden. Auch hat sich noch kein Elementargeometer die Mithe ge-
macht, die Geometrie nach dem Riemannschen Grundsatze bis in
das Kapitel von den Kegelschnitten oder bis zur Definition des Un-
endlichkeitsbegriffes wirklich auszudenken. Diese Arbeit. fordert
viel Neues zutage.

§10. Die Definitionen der Geometrie im Verhiltnis
zur Erfahrung.

Wenn man an der Welt von allem abstrahiert, auler von Gestalt
und MaS, so bleibt eine geometrische Idee zuriick. Diese Idee hat
objektive Existenz, obwohl sie durch Abstraktion gebildet worden ist.
Die geometrische Idee ist also ein Gegenstand der Erfahrung. -Die
Definition der Idee durch Einfithlung in dieselbe verindert an der
Tdee nichts, sondern iibersetzt die Idee bloB in die Sprache der Worte.
Die Geometrie ist somit das in Worte gefaBte logische
System von den objektiven Gesetzen der geometrischen
Ideen. Die Geometrie ist also nicht, wie Poincaré paradoxerweise
behaupten zu miissen glaubt, ungewisser als eine Erfahrungswissen-
schaft. Sie ist objektiv eindeutig und denknotwendig.

§ 11. Die dreizehn Definitionen der Polargeometrie.

Ungekrdrmunt

I. Das Ungekriimmte oder Gerade ist der
kontinuierliche Ubergangswert zwischen dem
Konkaven und dem Konvexen.
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II. Das Rechtwinklige oder
Senkrechte ist der ungekriimmte
kontinuierliche Ubergangswert
zwischen dem Rechts und dem
Links.

Fig. 2.

I1l. Eine Dimension ist ein durch die Begriffe I und II er-
zeugter Ordnungsbereich endlos vieler gleichartiger geometrischen
GroBen.

IV. Ein Punkt ist eine geometrische Wirklichkeit, deren Idee
nulldimensional ist.

V. Eine Linie ist eine geometrische Wirklichkeit, deren Idee
emdimensional ist.

VI. Eine Fliche ist eine geometrische Wirklichkeit, deren Idee
zweldimensional ist.

VII. Ein Raum ist eine geometrische Wirklichkeit, deren Idee
dreidimensional ist.

Gerade

VIIL Eine Gerade
ist eine in ihrer gan-
zen Ausdehnung un-
gekriimmte Linie.

\]
e@y
¢

Fig. 3.

IX. Eine Ebene ist eine in ihrer ganzen Ausdehnung un-
gekriimmte Fliche. ; ;

X. Parallel heiBen fiir einen gewissen Beobachtungsort solche
Geraden oder Ebenen, die auf einer dritten Geraden, welche den Ort
der Beobachtung festsetzt, senkrecht stehen.

XI. Unendlich im geometrischen Sinne nenne ich die durch
den Begriff X objektiv bestimmte MaBkonstantel).

1) Vgl. Anmerkung zu S. 24.
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XII. Strecke nenne ich den Teil einer Geraden, der von zwei
verschiedenen Punkten dieser Geraden begrenzt wird. Ihr absolutes
Mab ist ein bestimmter Bruchteil der Linge ,,unendlich.

XIII. Winkel nenne ich den Teil einer Ebene, der von zwei
verschiedenen Geraden dieser Ebene begrenzt wird. Sein absolutes
Maf ist ein bestimmter Bruchteil des Halbkreiswinkels von
180 Grad.

Anmerkung zu Definition I. Man konnte vielleicht ge-
neigt sein, zu bestreiten, daB es einen kontinuierlichen Ubergangs-
wert zwischen dem Konkaven und dem Konvexen iiberhaupt
gibt.  Auf diesen Einwand sei erwidert, daB das Prinzip
der Kontinuitit im wissenschaftlichen Denken nicht ohne zwin-
gende Griinde aufgegeben werden darf. Es ist eines der
wesentlichsten Kennzeichen wissenschaftlichen Denkens, dafll es die
Erscheinungen in kontinuierliche Funktionszusammenhéinge zu
bringen sucht.

Nur das noch vollig kindliche Denken wird zwischen gekriimmten
und, ungekriimmten Linien oder Flichen einen Wesensgegensatz an-
nehmen. Der Sprachgebrauch allerdings und die gewohnliche An-
schauungspsychologie (vgl. Fig. 10) gehen von der Voraussetzung aus,
daf gekriimmte und ungekriimmte Linien einander so fremd seien
wie zwei Welten, die sich gar nicht in Beziehung setzen lassen. Die
erste Regung des wissenschaftlichen Denkens iiberwindet eben diese
populire Meinung, indem sie erkennt, daf zwischen regelmifig ge-
kriimmten geometrischen Wirklichkeiten (Kreisen und Kugeln) und
absolut ungekritmmten geometrischen Wirklichkeiten ein kontinuier-
licher Funktionsiibergang besteht, daB also das Ungekriimmte nur ein
Spezialfall des ununterbrochenen Funktionsverlaufes der konkav-
konvexen Allgemeinheit ist. Wellstein behauptet, man konne
nicht wissen, was eine Gerade sei, da sie in der Natur nicht vorkomme,
aubBer etwa an Kristallkanten. Darauf ist zu erwidern, daBl der Unter-
schied von Gerade und Krumm ecinen Gegensatz im BewuBtsein dar-
stellt, der nicht aus der Natur erworben wird, sondern auf Grund dessen
wir die Natur als gerade oder krumm beurteilen. Die Begriffe ,,Gerade‘
und, ,,Krumm* sind eindeutige Kategorien im Sinne. Kants. Die ge-
gebene Definition des Geraden hat auch keinen der bei Schur (Grund-
lagen der Geom. S. 3) erwihnten Nachteile.
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