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§ 12. Deduktion der Eigenschaften von Parallelen.

Da nach Definition 1, VIII und IX Geraden und Ebenen kon-
tinuierliche Grenzwerte von gleichmifig gekriimmten Linien und
Flichen, d.h. von Kreisen und Kugeln, sind, so ergibt sich not-
wendig, daB die arithmetische Anzahl, welche fiir Geradenschnitt-
punkte ener Ebere in Betracht kommt, keine andere sein kann als.
die Anzahl der Schnittpunkte von Kugelhauptkreisen auf einer
Kugeloberfliche. Folglich haben zwei parallele Geraden (vgl. Def. X)
zwel reelle Schnittpunkte, die in entgegengesetzter Richtung von der
Parallelititsstelle liegen.

Es folgt ferner aus denselben Primissen, dafl iiberhaupt je zweil
Geraden einer Ebene sich in zwel Punkten schneiden und in der Mitte
zwischen diesen beiden Punkten parallel sind. Emwinde dagegen sind
spater zu widerlegen:

Es ist nunmehr bereits der Beweis geliefert,

1. daB die euklidische Parallelenlehre, welche nichtschneidende
Geraden einer Ebene annimmt, mit Schiméiren operiert.

2. Da} die moderne Bestimmung der Eigenschaften von Paral-
lelen durch willkiirlich gewihlte Axiome nicht die letzte Entscheidung
liefern kann, weil nur eines von diesen Axiomen, nimlich das Desar-
gues-Riemann-Helmholtzsche Axiom, sich als Resultat geo-
metrischer Deduktion ergibt, also objektiv berechtigt ist.

Die Geometrie von Lobatschewsky-Bolyal, welcht sogar
mehrere Nichtschneidende durch einen Punkt P beziiglich einer Ge-
raden g annimmt, ist, wenn man so sagen darf, noch falscher als die
Geometrie Euklids. Die Geometrie von Klein-Clifford schlief-
lich, welche einen einzigen Parallelenschnittpunkt annimmt, bedeutet.
zwar gegenitber BEuklid eine gewisse Anniherung an die Objektivitit,
ist aber durch obige ebenso zwingende wie einfache Deduktion eben-
falls widerlegt.

§ 13. Ebener Bewels fiir den Grundgedanken.

M, und M, seien die Mittelpunkte der Peripherien P, und P,.
S, und S, seien die Schnittpunkte der Kreise, t, und t, die Tangenten
im Punkte S,. ' . }

Man denke sich unter Festhaltung des Punktes S, sowie der
Tangenten t, und t, den Radius der Kreise beschleunigt vergroSert.
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Dann schmiegen sich die Peripherien P, und P, immer mehr an.die
Tangenten t, und t, an. Gleichzeitig bewegt cich der Schnittpunkt
S, in Richtung R vorwirts. Wenn
nun schlieBlich. der nicht zu ver-
meidende Fall eintritt, dab P, und
P, mit t, und t, zusammenfallen,
so kann S, nicht plotzlich von
der Ebene verschwinden, sondern
es bleibt reeller zweiter Schnitt-
punkt der im t; und t, diiber-
gegangenen Peripherien P, und
P,. Folglich haben irgend zwei Fig. 4.
Geraden t, und t, einer Ebene nicht blof einen, sondern zwel
Schnittpunkte.

$ 14. Deduktion der Parallelenschnittpunkte aus dem
Kontinuitatsprinzip.

., Natura non facit saltus*, sagten die alten Forscher. Die nsueren
formulieren diesen Satz methodisch, indem sie die Forderung auf-
stellen, in keinem Funktionsverlauf der Natur und des Denkens ge-
waltsame Spriinge anzunehmen, auBer an solchen Stellen, wo dies
auf Grund objektiver Kriterien notwendig sein sollte. Die Kontinuitat
ist vielleicht ein Naturgesetz; sicher aber eine methodische Forderung.
Nun aber wire das Kontinuitatsprinzip durchbrochen, wenn Parallelen
keine Schnittpunkte haben winnden. Dies ist leicht einzusehen.

£ L

Punkt P und Gerade g seien gegeben. Iis seien g, ,, g3...,
Geraden durch P, welche g in Py, Py, Ps, .. .. schneiden. Je weiter
sich die Gerade an die Parallele p annihert, desto weiter entfernt sich
ihr Schnittpunkt mit g in der Richtung R. Wenn nun die Parallele p
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selbst mit g gar keinen Schnittpunkt hitte, so wiirde sie gegeniiber
dem ihr benachbarten Strahl g, des Strahlenbiischels einen plitzlichen,
ungeheuren Sprung machen. Da aber die Annahme dieses geradezu
grotesken Sprunges durch keine Tatsachenerwiigung notwendig ge-
macht wird, sondern da im Gegenteil alle geometrischen Zusammen-
hiange nur beim Fehlen eines solchen Sprunges glatt und klar sich zu-
sammenfiigen, miite man in der Tat sehr schlecht beraten sein, wenn
man die Geometrie durch die Annahme, daf p und g sich niemals
schneiden, aus den Fugen sprengen wiirde. Aus dem Kontinuitéits-
prinzip, welches durchaus nicht blo8 ein subjektiver Wahn ist, son-
dern vielmehr ein Mittel, daf das Denken mit der natiirlichen Struk-
tur der Dinge konform bleibe, folgt ohne Zweifel die Existenz von
Parallelenschnittpunkten.  Dafl hierbel die beiden in Betracht
kommenden Schnittpunkte nicht In einen einzigen zusammenfallen,
muB nach § 11 bewiesen werden.

§ 15. TUrsache des euklidischen Irrtums.

Wenn die Annahme nichtschneidender Geraden einer Khene
in der Tat eine so gefihrliche Sache ist, welche geradezu dem geo-
metrischen Kausalgesetz widerspricht, so ist es besonders merk-
wiirdig, daB die Gelehrten vieler Jahrhunderte diese irrtiimliche
Ansicht vertreten haben. Man wird sich die Ursache dieser Erschei-
nung iiberlegen. Nun kann aber jeder an sich selbst diese Ursache
lebhaft nachfithlen. Linien, die sich erst in so ungeheuer groBer Ent-
fernung schneiden, daB das Auge selbst bei weitem Horizont nicht
imstande ist, ihre Konvergenz zu bemerken, wird das natiuliche
Urteil als iiberhaupt nichtschneidend bezeichnen. Parallelen
unterstiitzen dieses Urteil noch dadurch, daf sie im Strahlenbiischel
elne symmetrisch avsgezeichnete Lage innehaben. Bei dem natur-
gemifen Falschurteil der Sinne bleibt man, bis spiter die Argumente
des Verstandes diesen Standpunkt korrigieren.

Die euklidische Parallelenlehre beruht auf einem sinnlich be-
griindeten Urteil, auf einer Verstandestiuschung, die erst seit dem
16. Jahrhundert angefangen hat, durch die rationale Aufklirung ab-
gelost zu werden. Diese Aufklirung ist durch die Polargeometrie beendet.
Euklids Parallelenlehre vernachlissigt die Kontinuitit und Erhal-
tung der geometrischen Elemente und enthilt einen Traun.bestand-
teil. Sie ist ein Irrtum des antiken Mathematikers. (Vgl. § 14, § 37.)
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§ 16. Verhaltnis der euklidischen Tauschung zur
modernen Grundlegung der Geometrie.

Euklid ist nicht nur der Vater der euklidischen, sondern auch
der nichteuklidischen Geometrien. Hitte Euklid die Gerade nicht
als geometrisches Wunder inauguriert, indem er sie ohne jeden Zu-
sammenhang mit dem Kreise behandelte, und hitte er nicht auferdcm
die Parallele aus Rand und Band springen lassen, so hitten sich die
Modernen diesen Wunderglauben auch nicht zum Beispiel genommen.
So aber wurde durch die eine berithmte Autoritit die ganze Wissen-
schaft in ein unvorteilhaftes Geleise gelenkt. Es ist vollkommen
verfehlt, das Parallelenproblem unabhingle vom geometrischen Zu-
sammenhang zu behandeln. Keine Naturwissenschaft wire jemals
so unkritisch, daB sie iilber ein Phinomen willkirlich vorurteilte,
ohne es nach allen Seiten studiert zu haben. Das gegenseitige Verhalten
zweier Parallelen 1i8t sich zwar nicht direkt in der Erfahrung be-
obachten, wohl aber zuverlissig aus der Erfahrung indirekt ableiten.
Das geschieht, indem man sich dariiber klar wird, daf Ebenen und
Geraden objektiv Grenzwerte von Kugeloberflichen und Kreisen sind,
daf also die erfahrungsgemife Anzahl der Schnittpunkte zweier
Hauptkreise auf der Kugel sich auf die zu erschlieBende Anzahl der
Schnittpunkte zweier Geraden iibertragen laBt. Das Parallelen-
problem muf auf Grund sicherer indirekter Erfahrung gelost werden,
darf aber nicht durch logistische Axiomatik zur Unlosbarkeit ver-
urteilt bleiben.

DaB also auch fiir die moderne Grundlagenforschung die Thesen
dieses Buches von Belang sind, unterliegt keinem Zweifel.

$ 17. Der Beweis des Grundgedankens durch die
Hyperbel

Die Hyperbel ist wie die Ellipse zweifellos, und wie allgemein
zugegeben wird, eine einzige Kurve.
Sie besteht aber aus zwei Asten, die
sich  nach entgegengesetzten Rich-
tungen der Ebene voneinander ent- Jizker 4s~ Rechtor Ast
fernen.

Wiirden  diese Aste nicht einen
durch das ,,Unendliche* geschlossenen
Linienzug bilden, so wire offenbar die

Fig. 6.
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Einheit der Hyperbel zerstort. Das kann nichf sein. Folglich miissen
die beiden Aste einer Hyperbel durch das ,,Unendliche* irgendwie
ineinander iibergehen. Das kann nur dann geschehen, wenn die Ebene
selbst in sich selbst zuriickluft, d. h. nicht endlos ist!). Dieses aber
kann rur dann §t.at.tfinden, wenn zwel Parallelen sich in bestimmten
Punkten schneiden. Also ist die Hyperbel cin Beweis dafiir, daB die
Euklidische und die Lobatschewsky - Bolyaische Parallelen-
theorie irrtiimlich ist.

DaB die Hyperbel einen geschlossenen Linienzug bildet, ist
natiirlich keine Neuigkeit. Seit Desargues wird diese Sache von den
meisten Geometern anerkannt. Nur die Art und Weise des Verlaufes
der Hyperbel durch das ,,Unendliche* ist noch nicht richtig deter-
‘miniert worden. Doch dieser Punkt mul in den Folgerungen seine
Stelle erhalten.

Trotzdem nicht neu ist, was in diesem Paragraphen iiber die
Hyperbel gesagt wurde, so ist doch sehr neu die konsequente Schluf3-
folgerung, welche an die Hyperbel ankniipft. Wir machen hier zum
erstenmal mit einer Sache ernst, die bisher gleichsam blo8 als neben-
sichlicher SpaB existiert hat. Wenn man nicht im Denken nachlissig
gewesen ‘\vare, hitte man lingst erkennen miissen, daf die Parallelen-
lehren von Euklid und Lobatschewsky-Bolyai, welche die Ebene
endlos machen, durch die bloBe Existenz der Hyperbel widerlegt sind.
Wer die Ebene endlos sein LiBt, behauptet 1= 2, indem er nimlich
aus der einen Hyperbel zwei getrennte Figuren macht. Denn es
folgt analytisch aus dem Begriff und Sinn der Endlosig-
keit, daf sie nicht in sich zuriicklaufen kann. Wer aber
in der Geometrie 1= 2 sein LiBt, ist gedankenlos.

§ 18. Der Beweis des Grundgedankens durch den
Satz von Pascal.

Pascals Satz lehrt, dafl bei jedem Sehnensechseck eines Kegel—

schnittes die drei Schnittpunkte der gegeniiberliegenden Sehnen auf
einer Geraden liegen. Dieser Satz gilt, wie die Konstruktion nach-

1) Man wolle die Begriffe ,,unendlich“ oder © wund ,endlos*
in der Darstellung dieses Buches scharf auseinanderhalten.
Als @ oder ,unendlich® ist dem mathematischen Sprachgebrauch
gemifB der geometrisch sinnvolle Begriff bezeichnet (§ 11 Def. XL.).
Und von ihm wird nachgewiesen, dafl er nicht die Eigenschaft
hat, endlos zu sein.
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weist, auch dann, wenn ein Eckpunkt des Sehnenseshsezks im ,,Un-
endlichen* 11e0't was bei Parabel und Hyperbel eintreten kann.
Wire nun dieser Punkt 1m ,,Unendhehen“ kein wirklicher Punkt,
sondern nur ein Erfindung der Menschen, so wire er also, man muf
dies betonen, objektiv iiberhaupt nicht vorhanden. Das Pascalsche
Sechseck hatte also keine 6, sondern nur 5 Eckpunkte, und auberdem
ein sonderbares Unding im findlosen, das weder ein Punkt, noch sonst
etwas ist. Es wiirde sich also nur um fiinf Punkte handeln.

Da. dies nicht sein kann, we'l die Gleichung 5 = 6 ebenso wenig
gilt wie die Gleichung 0 =1 oder 1= 2, so ist damit ausgemacht,
daB der Punkt im ,Unendlichen*, der beim Pascalschen Satz in Be-
tracht kon*men kann, ein recller Punkt ist. Das kann aber nur sein,
wenn zwei Parallelen sich in reellen Punkten schneiden. Dies aber
ist gleichbedeutend mit der Aussage, daf die FEbene nicht endlos,
sondern in sich selbst geschlossen ist. Folglich ist auch der Satz von
Pascal ein klarer Beweis gegen die Parallelentheorien von Euklid
und Lobatschewsky-Bolyai. Die Theoric von Klein- Clifford,
welche keine Dualitit der Schnittpunkte anerkennt, muB immer nach
§ 11 widerlegt werden.

§19. Der Beweis des Grundgedankens durch die
trigonometrische Tangente.
. o ty .

Es 1st bekanntlich L tang e, ; T = tang «,; usw. Wird nun
« = 40 Grad, so wird das Stiick t, wenn ro A
die Parallelen p, und p, sich schneiden, » i
zwar sehr groB, aber der Tangens von
90 Grad bleibt jedenfalls eine bestimmte
und klare Grofe. Anders wiirde es sich ver- te
halten, wenn p, und p, sich nicht schygitten. .
Dann wiare der Begriff tang 90 Grad ein
wahres Monstrum. Denn die betreffende
Strecke t wiirde itberhaupt nicht existieren,
sondern wire ein endloses Unding, welches
aller Beschreibung spottet?!).

— - - ——
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') Hessenberg lehrt demgemil (Trigon.
S. 25), tg 90° sei nicht definierhar. Man Fi

o
a3
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Es ist nun klar, daB die Geometrie soliden Begriffen vor phan-
tastischen Uferlosigkeiten den Vorzug zu geben hat, wenn dies nur
irgend moglich ist. In diesem Falle aber ist es sehr gut moglich.
Nichts spricht dagegen, alles spricht, dafiir, dal p, und. p, als schneidend
angenommen werden miissen, und zwar nicht bloB gelegentlich wie
zum SpaB, sondern iiberall und in vollem Ernst. Die mitunter vor-
kommende Annahme ,idealer oder uneigentlicher Schnittpunkte,
die keine geometrischen Schnittpunkte sein sollen, ist ein vielsagendes
Zeichen fiir die Unzulinglichkeit des euklidischen Standpunktes.
Dieser Standpunkt kann keinen Schuittpunkt zugeben. Der syste-
matische Zusammenhang der Geometrie dringt aber mit Macht zur
Annahme eines Schnittpunktes. Was tut man in diesem Dilemma? Man
erfindet einen ,,Jdealen oder uneigentlichen Schnittpunkt®, der ehrlich
gesagt iilberhaupt kein Schuittpunkt ist. Man michte den Pelz waschen,
ohne ihn naf zu machen. Da dies allerdings nicht geht, bleibt nur
itbrig, den cuklidischen Standpunkt autzugeben und mit dem Rie-
mannschen zu vertauschen. Dann hat man einen Schnittpunkt,
der auch wirklich einer ist.

Die trigonometrische Tangente in ihrem Verlauf ist ein Beweis
fiir die einzige Berechtigung unseres Grundgedankens. Die Parallele
p; schneidet p, in zwei Punkten, deren einer auf der positiven, deren
anderer auf der negativen Seite der Tangenten liegt. Es ist also

tang 90 Grad = + {f-, d. h. plus oder minus der Hiilfte der Distanz >

der Geradenschnittpunkte, wobei r = 1 gesetzt ist.

§20. Auflosung eines trigonometrischen Paradoxons.

Sei Kurve f eine Funktion, die in P ¢in Maximum erreicht. Die
Wissenschaft lehrt nun bekanntlich, daf die Tangente t die X-Achse
unter einem Winkel null schndidet, welche Grofe auch immer der

schreibe tg 90° = oo, uwm anzudeuten, daB tg a bei der Anniherung von
e an 90° jeden beliebig grofen Wert annehmen kann.

Diese Angabe entspricht dem Standpunkt der euklidischen Geometrie.
Aber wie unbefriedigend ist sie fiir jedes definite Denken! Zunichst wire eg
sehr schade, wenn tg 90° nicht definierbar wire. Die Mathematik hat dafiir
zu sorgen, daB tg 90° definierbar wird. Das ist gerade ihre Aufgabe.
Ferner wollen wir hier gar nicht von giner Ann¥herung von « an 90° sprechen,
sondern von dem Grenzfall « = 90° selbst. Die angendherten Werte sind
ratiirlich immer etwas kleiner als der Grenzwert.
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Abstand d besitze. Die Differentialrechnung bekriftigt diese Lehre
noch dadurch, daf sie das Maximum berechnet, indem sie den Dif-
ferentialquotienten, also die trigonometrische Tangente des Tangenten-
schnittwinkels mit, der X-Achse, gleich null setzt. Dadurch behauptet
sie eben auch, daf der Schnittwinkel
selbst die Grofe null habe. 2 2
Nun behauptet die hier gebotenc K"\
Geometrie, daB die Tangente t die 2
X-Achse nur dann unter dem Winkel X-Akse %
null schneidet, wenn d gleich null ist,
und daB der Winkel bei wachsendem
d sogar bis zu 90 Grad wachsen kann. v
Diese Behauptung ist dem Wortlaut
nach der iiblichen Lehre diametral Fig. 8.
entgegengesetzt, und es hat den An-
schein, als ob sie deren sichere Grundlagen negieren wiirde. Indessen ist
diese Befiirchtung glicklicherweise unzutreffend. Unsere Geometrie
wiirde sich sehr hiiten, an Dingen zu riitteln, die sich als so brauchbar
und einleuchtend erwiesen haben wie die obengenannten Festsetzungen
der Wissenschaft. Unsere Geometrie zweifelt nicht daran, dall man
zur Berechnung eines Maximums auch in Zukunft den Differential-
quotienten gleich null setzen soll. Und dennoch hiilt sie ihre eigen-
tiimlichen Behauptungen itber den Tangentenschnittwinkel aufrecht.
Das erscheint paradox und bedarf also der Erliuterung.

Dreht man den verlingerten Abstand d um P in Richtung des
Pfeiles bis in die Lage der Tangenten t, so vermindert sich sein Schnitt-
winkel mit der X-Achse bis zu dem unter Voraussetzung der Lage des
Punktes P moglichen Minimum. Vom Standpunkt dieser Winkel-
reihe betrachtet, ist der Schnittwinkel von t mit der X-Achse das ab-
solute Minimum, das als Nvll zu bezeichnen ist. Nun aber hindert
uns nichts daran, diesen Nullwinkel am Ort des Schnittes selbst in
Augenschein zu nehmen. Da zeigt sich aber, daB auch er selbst, der
Nullwinkel, einen ProzeB zwischen null Grad und 90 Grad durchlaufen
kann, je nach der Linge des Abstandes d. Diese Paradoxie, da8 eine
elementare Nullgrofie von einem unendlich weit abgelegenen Stand-
orte aus jeden beliebigen GroBenwert haben kann, ist seit Leibniz
m der Mathematik nichts Neues. Es ist einfach das groBe Grundgesetz
der Differentialrechnung sclbst. Wie die Difforentialrechnung, se

A
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unterscheidet auch unsere Polar%ometrle zwel Grofengebiete, - die
em‘mder In die Quere zu kommen snhemen es aber trotzdem nicht tun,
weil sie ganz heterogenen Denkrelhen angehiren. Sie unterscheldet
den Prozef des Elementarwinkels von 90 bis 0 Grad, und den ProzeB
des femhegcnden Parallelenschnittwinkels ¢henfalls von 0-bis 90 Grad.
Fiir die elementare Betrachtung bleibt aber der Parallelens chn ittwinkel,
welche reale GriBe er auch immer haben mag, der Winkel des ele-
mentaren Minimums, also der elementaren NullgriBe.

Die Polargeometrie verhilt sich demmach zur euklidischen Geo-
metrie dhnlich wie die hohere Analysis zur Elementararithmetik.
Es ware verfehlt, ihre Konsequenzen zu fiirchten.

Die Doppelrolle des unendlich fernen Winkels diirfte sogar ein
gutes Hilfsmittel abgeben, um die Grundwahrheit der Differential-
rechnung, dal einc clementare NullgroBe von einem anderen Stand-
punkte aus eine bestimmte Grofe zwischen Null und Unendlich
haben kann, in ciner besonders anschaulichen Weise deutlich zu
machen.

Da die hier herithrte Frage besonders fiir die vermutlichen Gegner
dieses Buches von Belang sein diirfte, sel sie mit dem Bemerken, daB
diese Dinge im folgenden stillschweigend vorausgesetzt werden, noch-
mals rekapituliert.

Wir unterscheiden:
1. Das endliche MaBgebiet,
2. Das unendliche MaBgebiet.

Im endlichen MaBgcebiet gilt das euklidische Axiom, das wir in
der Form aussprechen wollen: ,,Die Winkelsumme im Dreieck betrigt
2 Rechte.*

Im unendlichen MaBgebiet gilt das Axiom von Riemann und
Helmholtz, das hier in der Form mitgeteilt sei: ,,Die Winkelsumme
im Dreieck betrigt mehr als 2 Rechte.”

Beide MaBgebiete mit ihrem respektiven Axiom storen einander
durchaus nicht. Bine besondere Uberlegung ist nur nitig fiir den Fall,
wo sie gleichsam in Personalunion vorkommen, wenn nimlich eine
emzlge Dreiecksseite endlich ist, wahrend die beiden anderen unendlich
sind, also wenn z. B. in einem rechtwinkligen Dreieck ein zweiter
Winkel auch gleich 90 Grad wird. Da entsteht zwischen endlichem
und unendlichem Standpunkt folgendes Dilemma:
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Vom euklidischen Axiom aus ist der dritte Winkel das Komplement
von 90 Grad, also 0 Grad.

Vom Riemann-Helmholtzschen Axiom aus ist der dritte
Winkel, wenn die endliche Seite grioBer als null ist, ebenfalls grifer
als null.

Dieses Dilemma ist schaif ins Auge zu fassen. Es wird dadurch
hervorgerufen, daf in diesem Dreieck der unendliche und der endliche
Standpunkt emander widerstreiten, und es wird gelost, indem man
erkennt, daB jeder Standpunkt sein eigenes Axiom hat, das auf ihn
allein beschrinkt bleibt.

Gegeniiber der Hilbertschen Geometrie, die jedem der beiden
Axiome eine eigene Geometrie entsprechen 1iBt und Euklid contra
Riemann-Helmholtz setzt, behauptet die Polargeometrie die er-
ganzende Natur dieser beiden Axiome fiir die Standpunkte des End-
lichen und Unendlichen, verbindet also Euklid cum Riemann-
Helmholtz.

Das euklidische Axiom gilt fiir den endlichen Standpunkt. Daher
sind die Lehrsitze der euklidischen Geometrie innerhalb gewisser
Mafgrenzen voll berechtigt. (Vgl. § 90.)

Das Riemann-Helmholtzsche Axiom dagegen gilt fiir den
unendlichen Standpunkt. Daher mufi die euklidische Geometrie,
wenn, sie thren Ameisenhorizont iiberschreiten will, durch die in diesem
Buche gelehrte Geometrie, welche auf der Kugeloberfliche bzw. der
Lambertschen Miinze demonstriert wird, erginzt werden. Die Totali-
tit der Ebene und des Raumes wird nur durch letzteren Standpunkt,
crfaft.

Die Geometrie als objektive, vollstindige und allumfassende Geo-
metrie ist eine Verbindung beider sich erginzenden Standpunkte,
des endlichen und des unendlichen, des Mikro-Standpunktes und des
Makro-Standpunktes. Es wire verfehlt, die Lehrsitze der euklidischen
Geometrie fiir .den Mikro-Standpunkt durch andere Lehisitze zu
ersetzen. Es wire ebenso verfehlt, die Sitze der cuklidischen Geo-
metrie auf den Makro-Standpunkt zu iibertragen.

Die euklidische Geometrie ist Riemann-Helmholtzsche Geo-
metrie (Kugelgeometrie) fiir unendlich kleine Kugelhauptkreislingen:
Die Riemann-Helmholtzsche Geometrie ist euklidische Geometrie
tir unendlich grofe Streckenlingen. Beide Standpunkte stehen in
einem gegenseitigen Limes-Verhaltnis zueinander.
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Erwagt man diese sehr einfachen Dinge in anschaulicher Klarheit;,
s0 wird man auch vom Standpunkt der Hilbertschen Axiomatik
die gegenwirtige Geometrie verstehen und anerkennen konnen.
Denn so viel ist offenbar: der neue Gedankenkreis hat eine Reihe von
Vorteilen, die jedermann in die Augen fallen.

Zum SchluB sei erwiihnt, da der ,,endliche* und der ,,unendliche*

MaBbereich einander kontinuierlich ablosen, so daB eine scharfe
Grenze zwischen beiden nicht existiert.

§ 21. Der Beweis des Grundgedankens durch die
harmonische Teilung.

Gleichung: 1o — 2% [y Worten: B ich ein Punkt P
. _ . . weg
elchung: PB ~ P,B orten: Bewegt sich ein Punkt P,
von A iiber M nach B, so bewegt sich der vierte harmonische Punkt
< 2
P ”P \\\\ p /;—P y'
R — 7z >,
Fig. 9. '

P, von A in Richtung R, und erscheint aus Richtung R,, von wo er
nach B gelangt. Wiirden sich nun die Parallelen p und g iiberhaupt,
nicht schneiden, so wire, wenn P, in M ist, der Punkt P, iiberhaupt
nirgendwo. Denn er wird ja durch die Parallele p auf g konstruiert.
Der Punkt wire also verloren gegangen. Nun konnen aber in
der geometrischen Welt Punkte ebenso wenig verloren
gehen wie Atome in der chemischen Welt. KEine solche
Auflosung eines existierenden Elementes in Nichts wire ein Wunder,
bel welchem uns der Verstand stillestehen miifte. Damit dieses
Wunder nicht angenommen zu werden braucht, hat man
also unzweifelhaft festzusetzen, daB die Parallelen p und g sich in
bestimmten Punkten schneiden. Ist P, im Punkte M, welcher, da
er sowohl auf der rechten als der linken Hilfte der Strecke A B liegt,
als Doppelpunkt aufgefaBt werden muB, so befindet sich P, zugleich
in den beiden Punkten, in welchen die Parallele p die Gerade g schneidet.
Durch die harmonische Teilung wird auch schon bewiesen, was erst
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in den Folgerungen genauer behandelt werden soll, daB die Ebene

aus zwel Halften besteht, deren jede eine logisch selbstindige Einheit
bildet.

§ 22. Der Beweis des Grundgedankens durch den
Apollonischen Kreis.

Der Apollonische Kreis zu dieser Strecke AB im Verhiltnis
a:b ist derjenige Kreis, der iiber den beiden harmonischen Teil
punkten der Strecke im Verhaltnis a : b geschlagen wird.

Aittelsenirackte

1

Fig. 10.

Er ist der geometrische Ort fiir alle Punkte, deren Abstands-
verhaltnis von A und B konstant, nimlich gleich a : b ist.

Dieser Kreis geht bekanntlich fir a: b=1:1 in die Mittel-
senkrechte der Strecke AB ilber. Woraus folgt, dal diese Gerade ein
Spezialfall der Apollonischen Kreisschar, also selbst ein Apollonischer
Kreis, ist. Diese Sache ist so villig einfach, daf man sich genieren
wiirde, sie anzufithren, wenn sie nicht trotzdem ein klarer Beweis da-
fiir ware, da es nicht angingig ist, die Gerade unabhiingig vom Be-
griffe des Kreises zu behandeln. Der Grundgedanke § 1 ergibt sich
so mit zwingender Notwendigkeit ganz von selbst.

§23. Der Beweis des Grundgedankens durch die Parabel.

Wire die Ebene endlos, so wire die Parabel eine fragmentarische
Kurve. Sie hatte weder Mittelpunkt noch zweiten Scheitel noch Durch-
messer im eigentlichen Sinn. Nun 1406t sich aber die Parabel als Grenz-
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fall emer Ellipsenschar auffassen und sogar kinematographisch dar-
stellen. Sie liBt sich aus einer sich verwandelnden Ellipse kontinuier-
lich erzeugen. Bel dieser Verwandlung kénnen nun aber keine kon-
stitulerenden Punkte der Kurve in nichts verschwinden. Sondern es
muB sowohl der Mittelpunkt als der zweite Scheitel, wénn auch in
sehr groBer Entfernung auf der Ebene, erhalten bleiben. Denn ihr
Verschwinden wire ein Wunde’r," welches dem Verschwin-
den eines chemischen Atomes gleichkime. Da dies nicht
sein kann, hat auch eine Parabel reellen Mittelpunkt und zweiten
Scheitel sowie reelle Durchmesser. Das aber kann nur sein, wenn
Parallelen sich in reellen Punkten schneiden und die Ebene also nicht
endlos und unzurechnungsfihig ist.

§ 24. Bewels des Grundgedankens aus der symmetrischen
Entsprechung von Ellipse und Hyperbel

Es wird allgemein zugegeben, dal Ellipse und Hyperbel als ein-
ander In logischem Sinn symmetrisch entsprechende Kegelschnitte
X2 2
aufzufassen sind, was durch die Gleichungen 22 +—b~2:: 1 und
X2 2

T T 1 genugsam erlautert wird. Nun a8t sich aber diese

Entsprechung nur dann liickenlos durchfithren, wenn die Ebene nicht
endlos ist. Wire die Ebenc endlos, so wiirde die oben angegebene
Hyperbel die Y-Achse iiberhaupt nicht schneiden, wihrend die Ellipse
bekanntlich auch mit der Y-Achse zwel Schnittpunkte gemeinsam hat.

Ist aber die Ebene in sich selbst geschlossen wie eine Kugel-
oberfliche, so hat auch die Hyperbel zwei Schnittpunkte mit der
Y-Achse, nur liegen diese auf der ,,unendlich** weit entfernten Hilfte
der Ebene'). Sowohl Ellipse als Hyperbel haben unter dieser Vor-
aussetzung vier Schnittpunkte mit dem Achsenkreuz, namlich zwel
mit der X-Achse und zwei mit, der. Y-Achse. Bel der Hyperbel liegen
die beiden letzteren Schuittpunkte nur auf der ,unendlich“ fernen
Hilfte der Ebene. Obwohl diese Verhiltnisse erst in den Folgerungen,
ausfithrlich zur Darstellung gelangen, diirfte doch schon durch diese
kurzen Feststellungen deutlich geworden sein, daB auch die logische
Symmetrie zwischen Ellipse und Hyperbel einen endlosen Verlauf der
Ebene nicht; gestattet, also ein Beweis fiir unsern Grundgedanken ist.

1) Vgl. die Ausfithrung iiber das Imaginire § 62.



Polargeometrie. 33

§ 25. Beweis des Grundgedankens aus der geforderten
Liickenlosigkeit der analytischen Gleichungen.

Jedermann wird die Forderung zugeben, daB nicht nur die
Gleichungen x? + y2 =12 x2—y?®=12 x2—y2= 12 sondern
auch die vierte Gleichung x2 + y2 = —r2 cines geometrischen Sinnes
fahig sein soll. Nun ist dies aber nicht der Fall, wenn die Ebene endlos
ist. Unter der letateren Voraussetzung ist die Gleichung x2 - y2
= —1? schlechterdings nicht geometrisch unterzubringen. Ist dagegen
die Ebene wie eine Kugeloberfliiche in sich selbst geschlossen, so
bedeutet x? + y2= —r2 den Kreis um der Punkt + o mit dem
Radius r. Diese Festsetzung ist unter der genannten Voraussetzung
nicht willkiirlich gemacht, sondern mittelst der Hyperbel als not-
wendig erweisbar, was in den Folgerungen klar gezeigt werden wird.
Hier kommt es nur auf die Konstatierung an, daf:

1. die Gleichung x2 4 v2= —r? auf Grund einer endlosen
Ebene nicht untergebracht tverden kann;

2. diese Gleichung auf Grund einer in sich selbst geschlossenen
Ebent einer klaren und notwendigen geometrischen Deutung fihig ist.
Woraus hervorgeht, daf nur die letztere Voraussetzung mathematisch
berechtigt ist. Gegen Einwinde vergleiche man §§ 61 und 62.

§ 26. Bewels des Grundgedankens aus der Svmmetrie
itberhaupt.

Philosophische XKrfahrung lehrt, dal} alle Wirklichkeit und alles
Denken symmetrisch oder polar oder dual geordnet ist. Fiir Mathe-
matiker diene statt diescr Behauptung der Hinweis, daf der Gedanke
der Dualitit in der modernen Geometrie immer griBere Fortschritte
gemacht hat und wohl noch weiter machen wird. Es diirfte also nicht
unpassend. erscheinen, wenn hier der Kiirze wegen auf einen Beweis
des philosophischen Prinzips verzichtet und der Leser gebeten wird,
es fiir den Augenblick als berechtigt anerkennen zu wollen.

Gibt man aber zu, daf ein streng duales oder polares oder sym-
metrisches Geordnetsein zu den Anforderungen eines jeden Wissen-
schaftsinhaltes gehort, so ist dadurch ein neuer Beweis fiir die alleinige
Richtigkeit unseres Grundgedankens ermoglicht. Denn unter Vor-
aussetzung eines endlosen Raumes kann von einer polaren Struktur
desselben gar nicht die Rede sein. Der Raum wire in diesem Falle

3
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gestaltlos oder amorph, und also im geometrischen Sinne gesetzlos,
Ist dagegen die Ebene in sich selbst geschlossen, so ist der Raum bis
in alle Einzelheiten polar geordnet. Jedem Raumpunkt entspricht
dann ein Gegenpunkt, der von ihm um die Strecke ,,unendlich ent-
fernt ist. Der Raum ist dann nicht mehr amorph, sondern magnetisch
oder kristallographisch gebaut. Es ist dies eine Moglichkeit, die
interessant genug ist, wm fiir unsern Grundgedanken jedenfalls
Sympathie zu erwecken, Aus diesem Grunde nenne ich mein System
der Geometrie Polargeometrie.

§ 27. Die B-Kegelschnitte.

Obwohl diese Kegelschnitte keinen neuen Beweis fiir unseren
Grundgedanken darstellen, ist es doch niitzlich, sie hier zu erwihnen,
weil sie den Beweis aus der Hyperbel (§ 15) und den Beweis aus der
harmonischen Teilung (§ 18) verbunden zeigen.

Ayperdel rrut

Parabel mit
JSchesteltangente

Fig. 11.

Der geemetrische Ort fiir einen Punkt P, der sich so bewegt,
daf} er von einem festen Punkt F und einer festen Geraden ! ein kon-
stantes Abstandsverhaltnis a : b besitzt, ist ein B-Kegelschnitt: Die
Pole dieses Kegelschnittes teilen die Strecke FIL harmonisch, wobei
L der Fufipunkt des Lotes von F auf 1 ist. Fiir a <b ist der B-Kegel-
schnitt eine Ellipse, fiir a = b eine Parabel und fiira > b eine Hyperbel.
Der Apollonische Kreis im selben Verhiltnis a : b ist; jedesmal Scheitel-
kreis an den entsprechenden B-Kegelschnitt.

Man konstruiert beliebig viele Punkte der B-Kegelschnitte in
folgender Weise:
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Gegeben sei das Parallelenpaar | und X-Achse sowie die Abstands-
strecke LI". Diese heifie b. Auf der X-Achse nehme man einén Punkt H
derart an, da, wenn HI' als a bezeichnet ‘wird, das Verhiltnis a : b
dem Verhiltnis des gesuchten B-Kegelschnittes entspricht. Die Ge-
rade LH heifle g

= Alchse

(zweder Hyperbelast
legt jenseits der Grernze
deeser Figur)
Z

‘174 /1'9 X = Ahse
P, 3~ M.

M "' Z,

Z A E }’3 <\\
93

]ﬂg. 12.

Man ziehe nun zu dem gegebenen Parallelenpaar beliebig viele
Parallelen p,, py Pg.- ., welche die Gerade g in den Punkten M,
M, M, ... und die durch LF bestimmte Gerade, welche die Y-Achse
Ist, in den Punkten N, N,, N, ... schneiden. Man schlage jetzt um
¥ mit den Radien M;N,, M,N,, M,N, ... Kreise. Diese treffen ihre
respektive Parallele p,, py, Ps- .. in Punkten P,, Py, P,. .., welche
dem gesuchten Kegelschnitt angehoren. Man kann also durch Kon-
struktion moglichst vieler solcher Punkte den Kegelschnitt kon-
struieren und zwar, moge er nun eine Ellipse oder Parabel oder Hyperbel
sein, immer nach derselben Methode. Diese gemeinsame Punkt-
konstruktion der Kegelschnitte diirfte wegen ihrer lehrreichen Ein-
fachheit eines besonderen Interesses wert sein.

Es 148t sich leicht einsehen, daf die Gerade g an den zugehirigen
B-Kegelschnitt eine Tangente ist, der besondere Wichtigkeit zu-
kommt. Sie werde daher die Haupttangente des betreffenden Kegel-
schnittes genannt. Ebenfalls leicht zu zeigen ist, daB die Haupt-

v
—= 1, der dazugehorige Kegelschnitt

X
tangente die Gleichung P

r -
aber die Gleichung T +-% =1 besitzt, wobei r = yx2 + y? ist.

3k
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r ist an dem Kegelschnitt stets die Verbindungsstrecke eines beliebigen
seiner Punkte mit F. Die obige Konstruktion beruht darauf, daf
das jeweilige x der Haupttangenten zum entsprechenden Radius-
vektor r des Kegelschnittes gemacht wurde. Der Reichtum der
B-Kegelschnitte an schonen, einfachen Beziehungen wird ihren Wert
nicht gering einschitzen lassen. XEs bleibt nachzutragen, dafll eine
andere Gruppe von B-Kegelschnitten entsteht, wenn man die Rollen
der X-Achse und Y-Achse vertauscht. Dann handelt es sich um die
X v X r.

Haupttangente P _b = 1 und um die Kegelschnitte- LTy T 1,

wobel wieder r = } x? -+ v?2 ist.

§ 28. Widerlegung eines Einwandes durch die Erfahrung.

Vielleicht der wichtigste Punkt dieses Buches ist die Definition
VIII in § 11, durch welche die Gerade als Grenzfall eines Kreises
hingestellt wird. Durch diese Definition wird der wesentliche Unter-
schied, den die Sprache und das naive BewuBtsein zwischen ,,Gerade
und ,,Kreis** machen, als ganz unwesentlich behauptet, und es werden
beide Linien zusammengefaft als ,,Kurven mit konstantem Kriim-
mungsmafi‘. Ist das konstante Kriimmungsmaf von Null verschieden,
so spricht man von Kreisen. Ist dagegen das konstante Kriimmungs-
maf gleich Null, so spricht man von Geraden. Alle Kurven konstanten
Kritmmungsmalies haben jedoch dieselben gegenseitigen Kigenschaften,
nimlich diejenigen, die wir in der Erfahrung an Kreisen feststellen.

Es ist verstindlich, dafl gerade an diesein Hauptpunkt auch die
erste Kritik einsetzt. Man behauptet nimlich in einigen Teilen des
Publikums, dafl der Unterschied von Gerade und Kreis eben doch
wesentlich sei, und daf es nicht moglich sei, aus einem Kreise lediglich
durch Verminderung der Kriimmung eine wirkliche Gerade zu er-
zeugen. - Vermindert man, so sagen diese Kritiker, die Kriimmung
eines Kreises immer mehr, so wird der Kreis zwar bis zu einem ge-
wissen Werte flacher, kann aber den Grenzfall der absolut ungekriimmten
Geraden grundsitzlich nicht erreichen. Die Gerade ist dem Prozef3
des sich vergroBernden Kreises transzendent.

Bevor der Kinwand logisch analysiert wird, sei hier gezeigt, daf
er nicht der Erfahrung gemiB ist. Kriimmt fnan einen elastischen
Stock zu einem Kreisbogen und vermindert dessen Kriimmung immer
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mehir, so flacht er sich schlieBlich vollstindig ab und wird zur geraden
Linie, die man sogar in derselben Richtung wieder zum Gegenkreise
fortbiegen kann. In der Erlahrung ist also die Gerade durchaus ein
Spezialfall emer Kreisschar, und dem KreisprozeB keineswegs
transzendent. Was aber in der Erfahrung wirklich ist, muB auch in
der Mathematik zutreffen, da ja die Geometrie nach § 10 die Wissen-
schaft von den raumlichen Ideen der Erfahrung ist.

Die Widerlegung des gegebenen Einwandes durch die Erfahrung
ist die grindlichste, die denkbar ist. Wo die Erfahrung das Schieds-
richteramt iihernimmt, haben alle entgegenstehenden Meinungen
zi schweigen, und man kinnte also damit den soeben gehorten Ein-
wand sich selbst iiberlassen. Doch da er eine gewisse Hartniackigkeit
m Denken besitzt, soll er auch logisch widerlegt werden.

§29. Nachweis der unendlich nahen Anniherung
des Kreises an die Gerade.

Zunichst sei derjenige Standpunkt kritisiert, welcher iiberhaupt
ltugnet, dal ein sich vergrofernder Kreis auf ein beliebig flaches
Mab gebracht werden kann, daf} er also der Geraden bis zu beliebiger
Vollstindigkeit angenahert werden kann.

Sei k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M und t seine Tangente im
Punkte B. s, und s, selen Sekanten durch den Kreis, welche mit dem
Berithrungsradius BM parallel verlaufen und zu ihm symmetrisch
sind. Sie schneiden den Kreis auf der der Tangente zugekehrten Seite
mn den Punkten 1 und 1°. Sie schneiden die Tangente selbst in den
Punkten oo und =/,

Fis ist nun klar, dafl man zwischen den Kreis k und die Gerade t
heliebig viele Kreise ein-

co B z
schalten kann, welche noch %1
flacher sind als der ge- %
gehene Kreis k. Von keinem 7

Kreise k kann also jemals
behauptet werden, daf cr
der flachstmogliche sei. Son- M
dern das Maximum der Ab-
flachung ist crst bei der
(Geraden t selbst erreicht.
Folghich nihert sich ein Kreis bei seiner Abflachung unendlich nahe
an eme Gerade an.

ks

R
Fig. 13.
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§ 30. Nachweis der Identitit dieses Anndherungs-
problems mit dem eleatischen Pfeilproblem.

Ob nun unter Voraussetzung dieser Einsicht der sich abflachende
Kreis die Gerade selbst zu erreichen imstande ist, oder ob er nur
auf eine unendlich kleine Differenz sich ihr anmiihert, bleibt nach
wie vor ein Problem. Zwar ist dieses schon in § 28 gelost worden,
doch soll hiervon jetzt abgesehen werden. Dann ist leicht zu zeigen.
daB}  dieses Problem -kein

o

%45 ZZ anderes ist als dasjenige der
% Eleaten, das sie zu dem So-
phisma vom fliegenden Pfeil

% umformten
Es lautet: FKliegt ein Pfeil
von einem Punkte 1 aus nach
7 einer festen Wand, die wir mit,
Fig. 14. dem senkrechten Treffpunkt

o bezeichnen wollen, so kann
er diese. Wand gar nicht erreichen. Denn er mul zuerst eine
Hilfte, dann ein Viertel, dann ein Achtel, dann ecin Sec -
zehntel usw. der ganzen Strecke zuriicklegen. Da nun diese geo-
metrische Reihe offenbar endlos ist, so ist es nach diesem Sophisma
unmoglich, dal der Pfeil jemals den Punkt oo auf der festen Wand
erreicht.

Es kann nun nicht bezweifelt werden, dal dieses alte Pfeil-
problem mit dem Anniherungsproblem § 29 identisch ist. Je zwei
gleichgelegene Teilpunkte der Strecken 1 % und 1' oo’ determinieren
nimlich zusammen mit B einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf der
Geraden BM jenseits von M liegt. Sowohl beim Pfeilproblem als beim
Kreisproblem handelt es sich also am die fortlaufende Teilung einer
Strecke 1 o nach Mafigabe der geometrischen Reihe: 1/, + 1/, -~ 1/,
+ 1/,6 usw. Und es fragt sich in beiden Fillen, ob diese Reihe ver-
mogend ist, den Endpunkt der Strecke schlieBlich zu erreichen oder
nicht. Die Erfahrung zeigt, daf das Ziel erreicht werden kann. Der
reine Verstand behauptet notwendig das Gegenteil. Obwohl es ganz
klar ist, daf} in solchen Fillen die KErfahrung recht und der reine Ver-
stand unrecht hat, ist es von philosophischem Interesse, sich dariiber
Licht zu verschaffen, wodurch eigentlich die Diskrepanz zwischen arith-
metischem Verstand und geometrischer Erfahrung verursacht wird.
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§ 31. Erklarung des erkenntnistheoretischen Zwie-
spaltes durch das Bergsonsche Prinzip.

Withrend die unnittelbare Erfahrung kontinuierlich verliudt,
setzt der Verstand innerhalb des Kontinuums bestimmte Kinschnitte
fest, welche er ziihlt. Die Arithmetik und ihre hoheren Forthildungen
«ind demnach die eigentlichen Wissenschaften des reinen Verstandes,
wihrend der Geometrie ein sehr wesentliches empirisches Element
innewohnt, das durch algebraisches Denken niemals erfaBt zu werden
vermag. Iiir den reinen Verstand ist jedes geometrische Kontinuum
ein endloser Ozean von Maglichkeiten, innerhalb dessen sich endlos
viele Kinschnitte nach Beliehen annehmen lassen. Der reine Ver-
stand ist recht eigentlich das Vermogen der Haarspalterei, welches
mehr dazu geeignet ist, die Natur unverstindlich zu machen, als sie
zu erkennen. Zur Naturerkenntnis fithrt nur die unmittelbare Ein-
sichtnahme, welche man altmodischerweise mit dem Worte |, K-
fahrung* bezeichnet.

Fiir die Geometrie ergibt sich daraus die Lehre, dal} ihre untersten
Fundamente nicht auf dem reinen Verstand, sondern auf der reinen
Erfahrung gegriindet sein miissen, wenn sie haltbar und frei von un-
willkiirlicher Sophistik sein sollen. Diese empirische Methode der geo-
metrischen Grundlegung wird in dem vorliegenden Buche hefolgt.

§ 32. Die Bewegung des Mittelpunktes im Anniherungs-
prozebB.

Der Verfasser glaubt sich nunmehr auf den Standpunkt stellen
zu sollen, daff die Tatsache des kontinuierlichen Ubergangs zwischen
Kreis und Gerade allgemein anerkannt wird, und er hittet den Loser,
seine Aufmerksamkeit jetzt dem Mittelpunkt M des Kreises zuzuwenden
(Fig. 13). '

Dieser Mittelpunkt bewegt sich, wenn der Kreis unter IFesthaltung
des Punktes B und der Tangenten t abhgeflacht wird, in der Richtung
R geradlinig vorwiirts. Ior wird sich, wenn die Peripherie gleichmiiBig
in arithmetischer Progression an die Gerade herangefithrt wird, mit
stark beschleunigter Geschwindigkeit bewegen. Je nither die Peripherie
der Geraden kommt, desto rasender wird seine Geschwindigkeit.
Bei alledem ist aber die Hauptsache, daB der Punkt sich in jedem
Moment des Prozesses an einer bestimmten Stelie der Kbene



