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befindet. Man kann sich denken, dafl ein Auge den Punkt bei seiner
Bewegung aufmerxsam verfolgt. Dieses Auge wird sich zwar schlieBlich
sehr schnell und sehr weit bewegen miissen, aber es wird nismals
das Wunder erleben, daB der Punkt vor seinem Blick
in Rauch aufgeht und zu Nichts wird. Der reelle Mittelpunkt
bleibt reeller Mittelpunkt seiner Kurve, wie sehr auch die letztere
sich abflachen moge. Daraus folgt mit vollkommener Schiirfe, dal
auch die Gerade auf der Ebene einen Mittelpunkt hat, oder vielmehr
zwel Mittelpunkte, da nach I'ig. 1 jede Gerade der Grenzwert zweler
entgegengesetzt verlaufenden Kreisscharen ist.

Jede Gerade einer Ebene hat also auf jeder von beiden Seiten
cinen Mittelpunkt. Diese Punkte sind, nach § 12 und nach dem Satz,
daB die Tangente auf dem Radius senkrecht steht, die heiden Schmitt-

punkte der auf der Geraden errichteten Lote. Sie haben nach § 19

os]
einen. Abstand von je | von der Geraden. Kinen stereometrischen

Satz iiber die Mittelpunkte von Geraden werden die Folgerungen
ableiten.  (§ 7D.)

§ 33. Eine auffiallige Weg-Zeitgleichung.

ks sei gegeben der rechte Winkel ASR und die Parallele AU
zu SR. Man denke sich den rechten Winkel in zwel Hilften zerteilt,
dessen linke Halfte wieder in zwei Hilften, deren linker Winkel sel
wieder in zwei Hilften geteilt, und so fort bis zu unendlicher An-
niherung und schlieBlich Erreichung des freien Schenkels SR. Man
denke sich nun diese fortgesetzte Hilftung in gleichen Zeitabstinden
durchgefiihrt, zum Beispiel von Sekunde zu Sekunde. Dann besteht
zwischen dem Weg auf der Vertikalen AU und der Zeit folgende

Gleichung:
n==t
S = &tg 90 / 72”11'

n=1
Darn bedeutet s, den Weg s auf AU von A gerechnet nach der
Yeit t. a ist der Abstand AS, d. h. der Weg in der Zeiteinheit 1.
Was diese Gleichung aussagt, kann man sich sehr anschaulich klar-
machen, indem man die Winkelteilung in gleichen Zeitabstinden
kinematographisch vorstellt, wihrend gleichzeitig von A aus ein



Polargeometrie. 41

Korper herunterfallt, der sich in jedem Zoitpunkt an dem durch die
(ileichung bestimmten Ort be-

findet. L2 £
Wenn der bewegliche Schenkel
des Winkels die Grenze SR er- S
reicht hat, befindet sich der fallende
oo
Korper in der Entfernung o Wie [
2 S2

grob auch die Einheitsstrecke a
gewihlt war. Diese Gleichung hat
eine besondere physikalische Be-
dentung, nidmlich in der Lehr:

der empirischen Fallgesetze. Der & \14%
- : Fig. 15.
Grenzpunkt  entspricht dem Erd- 8

mittelpunkt. Induktiv-empirische Versuche sollen an anderm Ort
hesprochen werden.

§ 34. Beseitigung eines durch die Vorstellungstendenz
veranlaften Hindernisses.

Es pflegt Schwierigkeiten zu machen, die Insichgeschlossenheit
der Geraden anzuerkennen, da man sich diese Eigenschaft einer
Linie vermige ener Kriommung vorzustellen gewohnt ist. Eine ge-
kriimmte Linie ist aber keine Gerade. Da sich nun die Insichgeschlossen-
heit einer Geraden an ihr selbst nicht vorstellen 1i6t, ist dies fiiv manche
Beurteiler ein Grund, der Geraden die Eigenschaft der Insichgeschlossen-
heit iiberhaupt abzusprechen.

Abgesehen davon, dafl es nicht angeht, auf Grund emes sub-
jektiven Gefithls objektiv bewlesene Kigenschaften einer Linie ab-
zulengnen, 146t sich die Insichgeschlossenheit der Geraden mit einem
berechtigten Vorstellungsbestreber  tatsichlich auch versohuen:.
und zwar durch folgende Uberlegungen:

1. Der Ubergang zwischen Kreis und Gerade kommt in der Er-
fahrung vor, ist also vorstellbar.

2. Die Insichgeschlossenheit eines Kreises, also des nachgewie-
senen Ebenbildes der Geraden, ist ebenfalls vorstellbar.

3. Unter diesen Umstinden wird man sich der Einsicht nicht
verschlieBen, daf die Unvorstellbarkeit der Insichgeschlossenheit



49 Ernst Barthel,

der Geraden selbst auf der Eigenart unseres optischen Vermogens
beruht, die Dinge immer nur bis zu einem gewissen Horizonte ver-
folgen zw konnen.

4. Die Gerade besteht iibrigens, wie in § 21 erwahnt ist, aus zwei
logisch gegeneinander selbstindigen Halften, deren jede bequem als
Gerade vorgestellt werden kann.

5. Auch die Oberfliche einer undurchsichtigen Kugel kann nicht
simultan iiberblickt werden.

6. In den Folgerungen wird durch die ,Lambertsche Minze™
ein Hilfsmittel geschaffen werden, welches gestattet, dic ganze Un-
endlichkeit der Ebene, alse auch der Geraden, in hochst an-
schaulicher Weise ohne Kriimmung vollstindig mathematisch ab-
zubilden.

Aus diesen Erwiigangen diirfte hervorgehen, dafl die Vorstellungs-
tendenz unseres BewuBtseins, die als ein Element der Klarheit stets
in moglichster Weilse respektiert werden soll, gegen die bewiesonen
Eigenschaften der Geraden kein uniiberwindliches Hindernis ab-
geben kann.

§ 30. Beseitigung eines analytischen Kinwandes.

Wenn zwei Geraden gich in zwel Punkten auf der Ebene schneiden,
sollte man glauben, daB dadurch der vollig sichere Unterschied von
Kurven ersten und zweiten Grades zerstort werde. Das wire schr
schlimm. Geraden haben Gleichungen ersten Grades und miissen
sich in der Anzahl ihrer gegenseitigen Schnittpunkte von allen andern
Kegelschnitten, welche Gleichungen zweiten Grades besitzen, unter-
scheiden.

Die Losang dieses gefahrlich aussehenden Zwiespaltes zwischen
Geometrie und Analytik hat schon Gudermann im Jahie 1830
vorbereitet, und wir brauchen nur der Spur zu folgen, dic er am Ende
des ,,Vorberichtes* seiner ,,Analytischen Sphirik* niedergoelegt hat.
Dieser Mathematiker ist bestrebt, die Geometrie auf der Kugel an
die Geometric auf der KEbene, so weit er es fir mighch hilt, anzu-
gleichen. Um diesem Zwecke zu dienen, setzt er fest, daB je zwei
Hauptkreise einer Kugel, die er m Gegensatz zu den sphérischen
‘Nchenkreisen als ,,Sphirische Geraden* hbezeichnet, nur einen ein-
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zigen Schuittpunkt haben sollen. Er teilt also die Kugeloberfliche
in zwei gegeneinander selbstandige Hilften und bezieht die Gleichungen
nur auf eine Kugelhilfte.

Unsere Uberlegung in den vorhergehenden Paragraphen hat schon
von selbst darauf gefiihrt, da auch die Ebene als aus zwei selbstindigen
Hilften bestehend aufgefalit werden muB. Tut man aber dies, so ist
der Unterschied zwischen Kurven ersten und zweiten Grades auf das
beste stabilisiert.  Die analvtischen Gleichungen gelten stets nur
fiir eine Fhenenhiilfte. Auf dieser aber haben in der Tat zwei Geraden
nur einen einzigen Schnittpunkt, wihrend zwei Kreise deren zwel
besitzen. Durch die logische Zweiteilung der Ebene, welche eines
der wesentlichsten Merkmale der Polargeometrie ist, wird die schem-
bare analytische Schwierigkeit restlos beseitigt.

§ 36. Beseitigung eines Einwandes der projektiven
Geometrie.

Wenn die Xhene wie eine Kugeloberfliche in sich selbst ge-
schlossen ist, so mufl auch die projektive Geometrie zunachst den Kin-
wand. erheben, dal die durch sie Lingst bewihrte Anzahl der Schnitt-
punkte zwischen Geraden nicht plotzlich vermehrt werden kann.
Eine geometrische Reform, durch welche die begrimndetsten Wahr-
heiten ins Wanken kommen sollten, wire natirlich ein sehr bedenk-
Jicher Vorschlag.

Doch die Polargeometrie hat weder die Absicht noch das Ver-
magen, redliche Sachverhalte zu storen. Sondern sie geht lediglich
darauf aus, die soliden Inhalte der Geometrie von Unbestimmtheit
und Vieldeutigkeit zu hefreien. Was aber die projektive Geometrie
hetrifft, so ist sie derjenige Teil der Geometrie, der den objektiven
Zusammenhiingen am meisten gerecht wird. Daher ist von vornherein
zit vermuten, dafi die Polargeometrie sich nur zum Schein von ihr
unterscheldet.

Drer Schein aber wird durch die einfache Tatsache verursacht.
dal auch die projektiven Schnittpunkte nur auf einer Hilfte der Ebene
gozihlt werden, withrend die Polargeometric heide Hilften der Iihene
in Betracht zieht. Auch in diesem Falle wird also der Einwand durch
die Erkenntnis von der Zweltellung der Ebene heseitigt.
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§°37. Das Gesetz von der Erhaltung der geometrischen
Elemente.

An verschiedenen Stellen, besonders in den §§ 13, 18, 19, 21, 23,
muBten wir auf die Notwendigkeit hinweisen, daB ¢in geometrischer
Punkt durch bloBie Fortbewegung seiner selbst auf der
Ebene nicht pliotzlich zu Nichts werden kann, sondern
sich In jedem Moment seiner Bewegung als hestimmter Punkt an
einem bestimmten Orte der Ebene betindot.

Dieses Postulat, daB mathematische Elemente durch bloBe Be-
wegung ihrer selbst nicht zerstirt werden konnen, ist so grundlegend
wie allgemeinverbindlich. Es spielt in der Geometrie genau die gleiche
Rolle wie das ,,Gesetz von der Erhaltung der Materie”" in der Chemie
und das ,,Gesetz von der Erhaltung der Energie in der Physik. Diese
drei Gesetze haben gleicherweise zam Inhalt, daB durch blefe Um-
formung oder Bewegung kein Element der Wirklichkeit in seiner Existenz
heeintriichtigt wird, sondern daB jedes Element die Existenz, die cs
emmal besitzt, unter jeder Form und unter jedem Bewegungszustand
beibehilt. In allgemeiner Fassung lanten diese drei Gesetze: ,,Kein
Element, dessen Kxistenz vom BewunBtsein vorausgesetzt wird, kann
durch seine Schicksale innerhalh der Kxistenz seine Existenz ver-
lieren.1)

Indem wir das ,,Gesetz von der Erhaltung der geometrischen Ele-
mente" als geometrisches Grundgesetz den soeben erwihnten chemischen
und physikalischen Grundgesetzen an die Seite stellen, glauben wir
der Polargeometrie cine ganz besondere Empfchlung mitzugeben.
Denn die Polargeometrie unterscheidet sich z. B. von der cuklidischen
Geometric gerade dadurch, daf sie das Gesetz stets beriicksichtigt
wnd niemals fahrlissig auBer Acht 1a8t. In der euklidischen Geo-
metrie geschehen Wunder -— niimlich plotaliche Zerstorungen
von sich bewegenden Punkten. In der Polargeometrie sind solche
Wunder ausgeschlossen, wodurch sich eben diese Geometric als
die kritische erwelst.

") Dieses Gesetz unterscheidet die Wirklichkeit vom Traum. Im Traum
zerrinnen einem die Dinge in den Hinden. Die euklidische Geometrie
enthidlt noch einen Traumbestandteil: das ist die neue Erkenntnis
dieses Buches.
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§ 38. Die Insichgeschlossenheit von Gerade, Ebene
und Rauwm.

Da dor Bewels geliefert ist, daB Geraden wiec Kugelhauptkreise
in sich selbst zuriicklaufen, so ist die Eigenschaft der Insichgeschlossen-
heit auch fiir Ebene und Raum ausgemacht. Denn Ebene und Raum
werden in jeder Richtung von Geraden durchmessen, und die Kigen-
schaft, der Geraden entscheidet also auch iitber die Kigenschaft .der
Ebene und des Raumes. Man hat somit das Resultat festzuhalten.
dal Gerade, Ebene und Raum nicht endlos sind, sondern in sich selbst
zuriicklaufen.

Zwel sich im Blickfeld unserer Betrachtung schneidende Geraden
einer Ebene divergieren micht bis ins Iindlose von einander, sondern
sic boginnen an einer gewissen Kulminationsstelle wieder gegenein-
ander zu konvergieren. Man kann daher die Theorie der Polargeometric
m  Gegensatz zur  Endlosigkeitstheorie auch als Kulminations-
theorie hezeichnen.

§ 39. Die mathematische Iruchtbarkeit der Polar-

geometrie.

Der Wert einer mathematischen Neuerung bemifit sich nicht zu-
letzt auch nach der Auswertbarkeirt ithrer Thesen im ¢inzelnen, In
dieser Hinsicht hefindet sich die Polargeometrie in giinstiger Lage.
Es ist wirklich iiberraschend, welche Iiille von neuen, ainlenchtenden
Beziehungen, von denen man auf cuklidischem Standpunkt nichts
almen konnte, durch sie geschaffen werden. Da der zweite Teil des
Buches diesen mathematischen Folgerungen gewidmet ist, braucht
hier nicht ndher daritber gesprochen zu werden. Es sei jedoch boetont.
daB die groBe Plastik der Lehrsitze auch fiir die Region des Unend-
lichen sowie die allgemeine Durchfithrung des Dualititsgedankens
dieser Geometrie eine Schonheit verleihen, die man anderwiirts ver-
gebens sucht. Wiahrend in der euklidischen Geometrie das Unendliche
eine problematische Nebelsphiire ist, iiber welche man nur unsichere
und widersprechende Geriichte vernimmt, hat die Polargeometrie er-
kannt, daf das Unendliche eine ebenso wirkliche und
ehenso genau erkundbare Sphire ist wie das Kndliche.
da das Endliche und das Unendliche sich nicht durch objektive Eigen-
schaften, sondern nur durch den zufilligen Standpunkt des Be-
obachters unterscheiden.
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§ 40. Die raumtheoretisch-astronomische Fruchtharkeit
der Polargeometrie.

Auch in raumtheoretisch-astronomischer Hinsicht sind die Folge-
rungen der Polargeometrie sehr reizvoll. Durch sie wird z. B. als Wirk-
lichkeit, erwiesen, was der Astronom Prof. Dr. K. Schwarzsehild
als wahrscheinlich hinstellte: daf nimlich der Raum nicht endlos ist.
sondern in sich selbst zuriickliuft. Hier sei zum Abschluf eine Stelle
aus Schwarzschilds Buech ,,Uber das System der Fixsterne*
{Leipzig 1909) wiedergegeben:

.1 gab eine Zeit, wo es wunderbar erschien, daf man beim Ge-
radeausgehen auf der Erde wicder zum Ausgangspunkt zuriickkommy.
E$ konnte sein, daf zukiinftige Geschlechter dasselbe Wunder in
einem noch hoheren MafBle erlebten, wenn es sich herausstellte, da8,
wenn man von der Iirde weg weiter und weiter in den Raum hinaus-
geht, man schlieflich wieder zu demselben Ausgangspunkt zuriick-
kommt. Was sich durch die Erdumsegelung Magelhaens in zwel
Dimensionen creignete, das wiirde sich hier in drei Dimensionen wieder-
holen. So wie die Erde cine endliche Oberfliche hat, von der jetzt
nur noch geringe Fleckchen unbesucht sind, so wiirde der Raum einen
endlichen Inhalt haben, den wir ebenfalls ausforschen kionnten.

Die Polargeometrie hat diese Folgerung.

II. Mathematische Folgerungen.
A. Planimetrischer Teil.
§ 41. Der definite Unendlichkeitsbegriff der objektiven
Geometrie.

Schon J. H. Lambert hat in seiner ,, Theorie der Parallel-
linien** 1786 betont, daf die Geometrie, die von uns als objektive
vertreten wird, sich von allen anderen logisch maglichen Geometrien
besonders auch in Hinsicht auf den Unendlichkeitsbegriff wesentlich
unterscheidet. Wahrend fiir die Standpunkte, welche nichtschneidende
Geraden einer Ebene anerkennen, der Begriff unendlich im geometrischen
Sinne (vgl. § 11 Def. XI) so viel wie endlos bedeutet — welche Be-
deutung man nur noch einer besseren mathematischen Formulierung
unterwerfen kann —, ist fiir die objektive Geometrie die Linge
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.unendlich* eine definite Strecke. Die Linge o ist fiir den letzteren
Standpunkt eine Naturkonstante, die ein objektiv feststehendes
Lingenmaximum bezeichnet. Auch Lambert hat diese Maglichkeit
als sehr verlockend beurteilt, und man wird in der Tat nicht umhin
kénuen, ihr in der Polargeometrie mit hesonderer Befriedigung zu
hegegnen.

§ 42 Der indefinite Unendlichkeitsbegriff der eukli-
dischen Geometrie.

Die Geometrie kann auf allen Gebieten als eine Wissenschaft von
Bestimmtem charakterisiert werden.  Kin unbestimmter Inhalt
widerspricht geradezu dem exakten Wesen der Geometrie. Wenn
zwel Geometrien miglich sind, von denen die eine elnen
indefiniten Begriff enthélt, und die anderé nicht, so
wird man selbst in dem Falle, dal sie beide sonst gleich
empfehlenswert sind, der letzteren als der rationaleren
hestimmt den Vorzug zu geben haben. Die cuklidische
Gecmetrie hat aber den Nachteil, der soeben erwihnt wurde: sie
enthilt einen indefiniten Begriff, namlich ihren Unendlichkeitsbegriff.

DaB die indefinite Unendlichkeit, die man auf euklidischem Stand-
punkt anzunehmen gendtigt ist, in ihrer indefiniten Naturhaftigkeit
in der Mathematik eigentlich recht unerwiinscht ist, zeigt sich schon
in dem Bestreben, durch eine passende Definition wenigstens eine
definite Form dieses Begriffes zu ermiglicher. Die gebrauchliche
Definition des Unendlichen im indefiniten Sinne macht namlich das
Unendliche zu einem Wert, der immer noch groBer ist als jeder noch
$0 hohe angebbare, d. h. definite Wert.

Durch diese Definition ist offenbar der Versuch gemacht, die
ginzlich indefinite Natur des Begriffes Unendlich einigermafen in
definite Form zu kleiden. Man gibt die Anleitung, moglichst grofe
definite Werte anzunehmen und die GroSe Unendlich dann immer
noch grofer zu setzen.

Wie anerkennenswert auch dieses Bestreben ist, dem leider in-
definiten Begriff wenigstens den Schein von etwas Definitem zu geben,
s0 kann es doch die dem Begriffe von Natur aus anhaftenden Mingel
nicht tilgen. " Auch im Kleide dieser Definition zeigt der Begriff seine
eigentlich vernunftwidrige Natur. Das BewubBtsein, das nach immer
hiheren Werten greifen soll, ohne das Ziel seines Strebens erreichen,
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ja ohne sich ithm auch nur anndhern zu konnen, wird von diesem
mathematischen Begriff, wenn der Ausdruck gestattet sein soll.
gleichsam zum Narren gehalten.

Nun kann es keinem Zweifel unterliegen, dal es eine Sanierung
der Geometrie bedeutet, wenn sie auf irgend eine einwandfreic Weise
von derart beleidigenden Begriffen hefreit wird. Diese Sanierung
geschieht durch die Polargeometric.

§ 43. Diithrings Analyse des Unendlichkeitshegritfes.

Eugen Diithring, der sich ebenfalls auf den Boden des cukil-
dischen Unendlichkeitsbegriffes stellt, hat versucht, denselben inner-
halb dieses Standpunktes zu sanieren. Er setzt fest, daf man streng
zu unterscheiden habe zwischen dem indefinit Endlosen, welches er
mit dem Zeichen I7 benennt, und den sehr grofen approximativen.
definiten Werten, fiir welche allein er das Zeichen o reserviert sehen
mochte. Diesem Standpunkt gegeniiber seien folgende Bemerkungen
gestattet:

1. Im Grunde genommen unterscheidet sich diese Ansicht von
der im § 42 mitgeteilten gebriuchlichen Auffassung nur dadurch,
daf sie die indefinite Endlosigkeit als mathematisch nicht in Betracht
kommend darstellt und den definiten Approximationswerten, die
sie als o hezeichnen zu sollen glaubt, alle mathematische Bedeutung
zuwelst.  Aus diesem Verfahren spricht zweifellos der Wunsch, die
indofinite Endlosigkeit aus der Mathematik zu entfernen. Dall dies
jedoch auf solche Weise nicht moglith sein diirfte, zoige das Folgende.

2. Die GroBe Unendlich im geometrischen Sinne ist durch das
Verhalten von Parallelen definiert. "Ks widerspricht den geametrischen
Anforderungen, sie anders zu definieren, als dies in § 11 Def. XTI ge-
schehen ist. Was man auch iiber-die Linge Unendlich denken mag,
sicher ist soviel, daB sie eine vom Menschen unabhingige objektive
Bedeutung hat. Nimunt man nun zwar keine Parallelenschnittpunkte
an, definiert aber das mathematisch Unendliche trotzdem als etwas
Definites, nimlich als irgend einen definiter Approximationswert
an das Unerreichbare, so macht man das Unendliche zu etwas, das
e¢s in der Mathematik nicht ist.

3. Beim Unendlichgrofien ist eine Approximation an das End-
lose. ithrigens eine Contradictio in adjecte. - Beim Unendlichkleinen
allein findet eine scheinbare Approximation an den Grenzwert statt.
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Die Tatsache, daff Dithring sein Hauptaugenmerk urspriinglich auf
das letztere richtete, mag seine Definition des Unendlichen als Ap-
proximation erkliren.

Zusammenfassend wire zu sagen, daf in der Diihringschen Auf-
fassung zwar der Wille zum Definiten sympathisch beriihrt, daf aber
sein Vorschlag, die Grofle o als definite Approximationsgriofe auf-
zufassen, hinter dem allgemein gebriiuchlichen Modus, die als indefinit
hetrachtete GroBe o notgedrungen durch definite Unterschiebungen
zu ersetzen, an Wert zuriicksteht, weil jene Auffassung des geometrisch
Unendlichen dasselbe zu einer unobjektiven, willkiirlichen Nummer
machen wiirde. Der definite Unendlichkeitsbegriff, ‘den Diihring
fiir wiinschenswert zu halten scheint, kann auf keine andere Weise
erlangt werden als durch die Anerkenntnis reeller Parallelenschnitt-
punkte — also durch die Annahme einer gewissen nichteuklidischen
Geometrie.  Ubrigens 148t sich iiber ,die nichteuklidischen Geo-
metrien‘ nicht in Bausch und Bogen urteilen. Denn die eine Hilfte,
nimlich diejenige von Lobatschewsky und Bolyai, ist falsch,
wihrend die andere Hilfte, nimlich diejenige von Riemann und
Helmholtz, einzig richtig ist.

§ 4. Dithrings Gesetz der bestimmten. Anzahl

Diithring betont in der ,,Wirklichkeitsphilosophie® die logische
Notwendigkeit, daB alles Zihlbare éine bestimmte Anzahl haben
mulfl. Der Begriff einer ‘Anzahl bedeutet eo ipso stets eine bestimmte
Anzahl. Aus diesem kiihnen, aber unzweifelhaften Gesetz schlieft
Dithring, wie scheint mit Recht, auf die endliche Anzahl der Himmels-
korper. Es lassen sich aber aus dem Gesetz noch andere Schliisse
ziehen, z. B. der folgende:

R € ./Z

Fig. 16.

Sei g eine Gerade und A auf derselben ein Ausgangspunkt fiir

einen Fuliginger, der in bestimmt zihlbaren Schritten 1, 2, 3,...

in Richtung R, vorwirtsschreitet. Es fragt sich nun, wieviel Schritte

notig sind, um, was die Mathematik als moglich annehmenr muB,
4
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aus Richtung R, wieder an den Ausgangspunkt A zuriickzugelangen.
Zwel Fille sind dabei denkbar.

1. Der Fuliginger hat endlos viele Schritte notig.

2. Der Fubginger hat eine definite Anzahl von Schritten notig.
Bestinde der erste Fall zu Recht, so wire, ganz abgesehen von den
bereits behandelten geo metrischen Unzutriglichkeiten, auch das Gesetz
der bestimmten Anzahl durchbrochen. Denn es gibe in der Welt
des Denkens eine Reihe von bestimmt zihlbaren Einheiten ohne de-
finite Anzahl. Besteht aber der zweite Fall zu Recht, was in der Polar-
geometrie unbezweifelbar ist, so wird auch dem Gesetz der bestimmten
Anzahl geniigt.

§ 4. Der algebraische Unendlichkeitsbegriff.

Eine Hauptursache dafiir, daB der indefinite Unendlichkeits-
begriff sich in der Geometrie trotz seiner Bedenklichkeit fraglos zur
Anerkennung gebracht hat, ist die Tatsache, daB der algebraische
Unendlichkeitsbegriff wirklich indefinit ist, und zwar in notwendiger
Weise. Da heute die Algebra in ihrem vorschreibenden Werte fiir
die Geometrie hiufig sehr hoch eingeschitzt, man konnte vielleicht
sogar sagen iiberschitzt wird, ist es sehr begreiflich, wenn man dem
indefiniten Begriff des reinen Verstandes auch in der Geometrie
Heimatrecht gewahrte, zumal ja die euklidische Geometrie damit
vollkommen iibereinstimmt.

DaB der algebraische Unendlichkeitsbegriff notwendig indefinit
ist, 1Bt sich leicht einsehen. Hat man z. B. die Reihen !/, + 1/,
+ Yo+ /6. .. oder 24+448+16..., so gibt es fiir diese
innerhalb des Verstandes unter keiner Bedingung ein Aufhoren. Nur
der objektive Tod aller demkenden Wesen konnte solche Reihen,
wenn man sie wirklich zu Ende denken wollte, in gewaltsamer Weise
abschlieBen. An sich selbst sind die Reihen endlos. Oder man denke

an die Irrationalzahlen, z. B. an Wurzeln WieV 2, und man hat dhn-
liche endlose Reihen, deren indefinite Natur auf keine Weise beseitigt
werden kann.

DaB der algebraische Unendlichkeitsbegriff indefinit ist, besagt
aber fiir die Geometrie noch gar nichts. Denn es ist, wie schon in
§ 30 gezeigt wurde, recht gefihrlich, algebraische Anforderungen auf
geometrische Wirklichkeiten zu iibertragen. Die Geometrie ist nicht
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ein abgeleiteteés Gebiet der Algebra, sondern ein Gebiet von selbstindig
empirischem Charakter. Wihrend die Algebra als eine Wissenschaft
des reinen Verstandes Endlosigkeiten enthilt, weil der Verstand wie
ein Wille kein Ma8 und kein Ziel kennt, ist die Geometrie als eine
Wissenschaft der Wirklichkeit wesentlich anders geordnet. In ihr
trifft man das objektive MaB und Ziel, nach welchem die unabhingig
vom bloBen Verstand gegebene Natur gebaut ist. Die Algebra ist
gleichsam, wenn man sich mit Schopenhauer ausdriickt, eine dem
Willen adiquate Wlbsenschaft wihrend die Geometrie eine Wissen-
schaft der wlﬂensfrel geschauten raumhchen Ideen ist, welche Auf-
fassung iibrigens auch der hohen Meinung Platos von der Geo-
metrie entspricht.

Die algebraische Unendlichkeit ist indefinit. Die geometrische
Unendlichkeit, ist, wie auf Grund alles Bisherigen nicht bezweifelt
werden kann, nichtsdestoweniger definit.

§ 46. Die Verwandschaft zwischen dem algebraischen
und dem geometrischen Unendlichkeitsbegriff.

Die Verwandschaft des algebraischen und des geometrischen
Unendlichkeitshegriffes ist gegensitzlicher Natur. Die Algebra geht
von einer als definit gesetzten Einheit aus und entwickelt diese in
der Richtung auf die indefinite Totalitit. Die objektive Geometric
dagegen geht von der definiten Maximalkonstanten ,.unendlich
aus und erlangt die Einheit erst durch einen divisiven Proze8, der an
beliebiger Stelle aufhort. Algebra und objektive Geometrie unter-
scheiden sich inderselben Weise wie die individuelle und die iiber-
individuelle Staatstheorie. Wihrend jene vom Individuum ausgeht
und im Staat ein indefinites Wesen erblickt, setzt die letztere den de-
finiten Staatsbegriff an den Anfang aller Uberlegung und sieht im
Individuum ein indefinites Atom,.dessen Wert vom Belieben abhingt.
Algebra und individuelle Staatstheorie sind von induktiver Eigenart,
da sie vom festen Einzelnen zum unbestimmten Allgemeinen auf-
steigen. Objektive Geometrie und iiberindividuelle Staatstheorie sind
von deduktiver Struktur, da sie die Totalitit als definiten Begriff
an den Anfang stellen und die kleine Einheit als divisives Resultat
unseres Beliebens betrachten. In der euklidischen Geometrie ist eine

solche ‘deduktive Denkweise nicht moglich.
4$
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§ 47. Die Kugeloberfliche als Anschauungsmittel
der objektiven Planimetrie.

Es diirfte sich nun empfehlen, sich iiber den Begriff Unendlich
und iiberhaupt iiber diec bestehenden Zusammenhéinge der Doiar-
goometrie ein klares, anschauliches Bild zu verschaffen. Da die Ebene
keine Eigenschaft besitzt, welche sich von den Eigenschaften ciner
Kugeloberfliche unterscheidet, avBer der Eigenschaft der Ungekriimmt-
heit, die auf die mathematischen Zusammenhiinge und Verliufe ohne
Einflu8 bleibt, lassen sich alle Verhiltnisse in der Ebenc auf einer
Kugeloberfliche darstellen. Diese Veranschaulichung ist bereits aus
der Riemannschen Geometric bekannt und soll hior nur weiter aus-
goarbeitet werden. Was im folgenden gesagt wird, ist auch fiir solche
Beurteiler, die ans irgendwelchen dem Verfasser unbekannton Griinden
-an der euklidischen Geometrie glanben festhalten zu sollen, nicht ganz
ohne Interesse, da es als Kapitel der Geometrie auf der Kugel auch
an und. fiir sich, ohne den Gedanken cincr Ubertragung aller Resultate
auf die Ebene, einige neuen Sitze onthilt. Nehmen wir also cinen
Globus zur Hand und suchen wir uns darauf zu orientiercn.

§ 48. Die Orientierung auf dem Globus.

Der Kiirze und Deutlichkeit halber seien hier auch geographische
Ausdriicke gebraucht. Man nehme auf der Kugel einen Nordpol,
einen Siidpol und einen Aquator an. Den Nordpol bezeichne man
mit + 0, den Siidpol mit + %. Durch diece Pole lege man ein
senkrechtes Achsenkreuz zweler Meridiane (Hauptkreise), “dessen
einen man als X-Achse, dessen andern man als Y-Achse bezeichnc.
Man unterscheide die siidliche Halbkugel von der ngrdlichen recht
deutlich durch eine andere Farbe, etwa durch einen griiven Anstrich,,
wihrend die ndliche Halbkugel rot gefirbt scin moge.

Diese Kugel hat zwei Normalstellungen, die wir mit A und B
bezeichnen. Normalstellung A besteht dann, wenn der Punkt+ ¢
dem Beobachter zugekehrt ist, und zwar so, daf die X-Achwe
wagerecht verlauft. Normalstellung B besteht dann, wenn der
Punkt + o dem Beobachter zugekehrt ist, wobei ebenfalls die
X-Achse. wagerecht verlaufen. soll. Die Hauptkreislinge von Pol zu
Pol heiBe mnach § 11 Def. XI ,unendlich®, mit Zeichen . Ein
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e e}

Viertelhauptkreis ist dann also-’g*‘, ein voller Hauptkreis 2 . Die

Lange o entspricht demnach dem Winkel von 180 Grad.

§ 49. Annahme einer endlichen MaBeinhelt und
Feststellung der Koordinatenbezeichnung.

In der messenden, z. B. der amalytischen Geometrie, ist es un-
erliBlich, eine endliche Mafeinheit anzunehmen, die sich von der
objektiven Naturkonmstanten o durch betrichtliche Kleinheit unter-
scheidet. Auch auf dem Anschauungsmodell der Ebene, der Kugel,
ist die Wahl einer solchen Einheit notig. Man nimmt also auf X- und
Y-Achse vom Schuittpunkt der beiden Achsen g¢rechnet eine ziemlich
kleine, aber noch deutlich sichtbare Hauptkreisstrecke an und be-
zeichnet dieselbe mit 1. Durch Abtragung dieser Strecke auf dem
ganzen Verlauf der Achsen erhilt man die laufende Kinteilung bis
unendlich.

Da die Einheit ein bestimmter Bruchteil der Linge unendlich ist,
geht sie in der letzteren auch bestimmt viel mal auf. Die Zahl dieses
Enthaltenseins ist aber von der Willkiir abhiingig, mit der man die
Lange der Einheit festsetzt. Da dicse Lingo beliebig klein wihlbar
ist, ist die Zahl, welche ihr Enthaltensein in der objektiven Maximal-
konstanten unendlich angibt, beliebig grofl. Durch dieses Verhaltnis
wird der Charakter der Grofe unendlich, als eine an keine bestimmte
Zahl gebundene Linge, zweifellos gewahrt.

Es sind nun noch die Vorzeichen der Achsen festzusetzen. Dafiir
gilt folgende Regel: In jeder Nermalstellung bedeuten die Richtungen
nach rechts und oben die positiven, die Richtungen nach links und
unten die negativen Richtungen. Daraus folgt, dab jeder Punkt der
Kugeloberfliiche ein positives oder negatives x besitzen wiirde, je
nachdem er auf Normalstellung A oder B bezogen wiirde. Um auch
hier eine Eindeutigkeit zu haben, setzt man fest, daB in der Regel jeder
Punkt der roten Kugelhilfte auf Normalstellung A, jeder Punkt
der grimen Kugelhiilfte auf Normalstellung B bezogen werden soll.
Diec Zahlung von RKinheiten erfolgl also in der Regel nur bis

> ¢ e
x = *+ o und y =1 g » an welchen Stellen eine Umschaltung.

der Gleichungen auf die newe Normalstellung eintritt. Es bleibt,
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noch nachzutragen, daB man selbstverstindlich die Einheit 1 so
wahlen wird, daf sie in ‘der Maximalkonstanten unendlich ohne Rest
aufgeht, also ein cinfacher Bruchteil derselben ist.

§ 50. Demonstrierung der Paralleleneigenschaften
auf der Kugel

Der erste Gebrauch, den man von der Kugel als Modell machen
wird, besteht natiirlich in der Aufzeigung der Parallelencigenschaften.
Man ziehe also in beliebigen Abstinden Pzrallelen zur X- und Y-
Achse, d. h. Hauptkreise, die auf der Y- und X-Achse senkrecht stehen.
Und man findet, daB die so entstehenden beiden Systeme von Parallelen
sich in je zweli Punkten auf dem Kbenendquator schneiden. Auch
diese vier Kardinalpunkte seien dauernd festgehalten. Wir bezeichnen
diejenigen Kard'nalpunkte, in welchen die Parallelen zur X-Achse
sich schneiden, als die Kardinalpunkte I und I, wobei I auf der posi-
tiven Seite der Normalstellung A liege. Die Punkte, in welchen sich
die Parallelen zur Y-Achse schneiden, heiflen Kardinalpunkte ITIT
und IV, wobei III auf der positiven Scite liege. Die Kugel hat also

o o]
sechs Hauptpunkte, die um 90 Grad oder ~5 voneinander entfernt

]iegen. Nimlich die beiden Pole und die vier Kardinalpunkte:

§ 51. Die Gleichung der Geraden.

Im, folgenden wird kurz von Geraden gesprochen und als bekannt
vorausgesetzt, dal diese im Modell als Hauptkreise erscheinen. Zeichnet
man in Normalstellung A eine Gerade, welche die X-Achse im Abstand
-+ a und die Y-Achse im Abstand -~ b schneidet, so hat diese die

X '
Gleichung : o+ —%—: . Dicse Gleichung bezieht sich aber nur auf

Normalstellung A. Um dies anzudeuten, schreibt man besser:

X .
" + g“: 1, wobei der Index bedeutet, daB a und b vomPunkte =0
0 0
: : hreiber x Y
aus gereghnet sind. Odor man kannauch schreiben at + b0 1,
wobei die nichts verindernde Beifigung + 0 die gleiche Be-
deutung hat.
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Erginzt man nun die Gerade zur Totalgeraden, und betrachtet,
sie in Normalstellung B, so zeigt sich, dal sie die X - Achse wieder
1. Abstande -+ a, die Y-Achse dagegen im Abstande —b schneidet.

X

Sie hat also fiir Normalstellung B- die Gleichung: - 4 »;L =1,
X y » . . .

oder: 2T o + b+ = =1 Letztere Gleichung deutet an, daf die

Schnit,tp-ﬁnkt_e der Geraden mit beiden Achsen in Normalstellung B
sich von den Schnittpunkten in Normalstellung A um die Entfernung
@ in positiver oder negativer Richtung unterscheiden.

Jede Totalgerade hat demnach zwei Gleichungen, fiir jede

- T y
Normalstellung eine einzige. Sie lauten: aF0 + bF0~ 1,

und:

X y
a+ + b+
Geraden als Kurve ersten Grades gewahrt. (Vgl. § 35.)

= 1. Durch diese Erkennt_nis wird die Natur der

§ 52. Die Gleichung einer Parallelen zu einer Achse
und die Gleichung des Ebeneniquators.

Auf dem Standpunkt der euklidischen Geometrie hat die Parallele
zur X-Achse im Abstand b die Gleichung: y =b. Diese Gleichung
kann in der Polargeometrie keine Giiltigkeit haben, weil in dieser
zwel Parallelen keinen gleichbleibenden Abstand voneinander besitzen,
sondern sich schneiden. Von Linien konstanter Kriimmung, welche
konstanten Abstand vonecinander besitzen, kann hochstens eine ein-
zige eine Gerade sein. Die andern sind Kreise, was man sich ebenfalls
an der Kugel bestens klarmachen kann. Zwei Geraden einer Ebene
miissen sich notwendig schneiden.

Die Parallele zur X-Achse im Abstande b auf der Y-Achse ge-
messen hat in der Polargeometrie die Gleichung, welche man von der
X

S y .

Kugel abliest: + = —[—j)— = 1. Diese Gleichung folgt unmittelbar
T2

aus der allgemeinen Gleichung der Geraden § 51 und hat auch nicht

den in der euklidischen Gleichung auftretenden formalem Mangel,

daB die GroBe x fortfallt.
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Der Ebeneniquator hat aus denselben Griinden die Gléichung:
X v

* 4 X =1
Ty 1y

Bei dieser Gelegenheit sei ausdriicklich betont, daB die objektive
(e o}
Konstante ~,” in analytischen Gleichungen wie jede andere Konstante

vollberechtigt figurieren kann. Sie darf nicht etwa durch die aus der

Algebra’ geldufigen Approximationsverfahren beseitigt werden. Zum
X

Beispiel ist %~ durchaus nicht gleich null zu setzen. Denn die ob-

jektive Geometrie ist auch in Beziehung auf das Unendliche cine

exakte Wissenschaft.

§ 3. Der Verlauf der Hyperbel

Der Einfachheit halber sei zuerst von der gleichseitigen Hyperbel
gesprochen. Es sei gegeben die Hyperbel x? — y2 = + a? in Normal-
stellung A, und ihre Asymptoten. Die Hyperbel nihert sich wie eine
parallele Gerade an ihre Asymptoten an, d.h. erreicht dieselben

: o 8
nicht frither als auf dem Ebenendiquator, also in der Entfernung i)

vom Achsenschnittpunkt. Daf sich Hyperbeln und ihre Asymptoten

in reellen Punkten schneiden, ist ein untrennbares Analogen des
Satzes, daB Parallelen sich in reellen Punkten schneiden und folgt
schon aus der Tatsache, dafl auf der Kugel ein anderer Verlauf gar
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nicht denkbar ist, wenn die Hyperbel in beiden Normalstellungen
Hyperbel bleiben soll, was wohl nicht bezweifelt werden diirfte.

Die Hyperbel x2 —y?2= + a? tritt also' am Ebeneniquator in
den Nebenwinkel ihrer Asymptoten -ein'). Sie erscheint in Normal-
stellung B als Hyperbel, deren Pole auf der Y-Achse liegen. -Wahrend
sie in Normalstellung A wagerecht verliuft, verliuft sie in Normal-
stollung B senkrecht. In Stellung A hat sie zwel Pole auf der X-Achse,
in Stellung B zwei Pole auf der Y-Achse. Nun ist aber allgemein be-
kannt, daB eine Hyperbel mit den Polen auf der Y-Achse, eine sog.
konjugierte Hyperbel,- die Gleichung = besitzt: x>
Wir kinnen also dem bisherigen zwei Folgerungen entnehmen:

1. Die urspriingliche Hyperbel in Normalstellung A und die konju-
gierte Hyperbel in Normalstellung B bilden denselben Linienzug..

2. Die rote Ebenenhiilfte: unterscheidet sich von der griinen
analytisch durch das Vorzeichen der Konstanten a® Die Hyperbel
welehe auf der roten Hilfte die Konstante -+ a2 hat, erhilt auf der
grimenHilfte die Konstante —a? Das heiBit: rote und griine Hilfte
der Ebene unterscheiden sich durch das Vorzeichen der quadratischen
Konstanten. Diese Erkenntnis wird bald in besonderer Weise ihre
Dienlichkeit bezeugen.

}Y2 —— “32.

§ 54. Die konjugierte Hyperbel derselben Normal-
stellung als Gegenhyperbel der urspriinglichen.

Es ist augenscheinlich, dal jedem Punkt auf der Kugeloberlfiche
ein Gegenpunkt entspricht, der um 180 Grad von ihm entfernt ist.
Zeichnet man nun eine wagercchte Hyperbel in Normalstellung A,
welche in Normalstellung B als senkrechte Hyperbel erscheint, uad
bildet man die Kurve der Gegenpunkte dieser Kurve, so findet man,
daB es dic senkrechte-Hyperbel in Normalstellung A und also die wags-
rechte Hyperbel in Normalstellung B ist.

Man halte demmach fest, daf jeder Asymptotenwinkel zu zwol
Hyperbelverliufen Anla gibt, deren jeder in sich selbst zuriicklauft,
deren jeder auf einer Ebenenhilfte senkrecht, auf der anderen fibenen-
hilfte Wagerechtlverlauft, und deren jeder sich aus den Gegenpunkten

) Diese Dinge sind sogar in der Geometrie der Kugeloberfliche als solcher
noch neu. R. Heger, Analyt. Geom. auf d. Kugel, erwihnt nichts von den
Verliufen der Kugelkegelschnitte.



H8 Ernst Barthel,

des andern zusammensetzt. Diese schonen Beziehungen sind fir die
objektive Geometrie eine weitere Empfehlung.

Was die Gleichungen betrifft, so wird man sie nach dem Prinzip
formulieren, daB dieselbe Kurve in ihrem ganzen Verlaufe dieselhe
Gleichung behalten soll. Dann ergibt sich folgende Tabelle

1. Normalstellung A, wagerechte Hyperbel: x% —y?= + a>.

2. Normalstellung B, senkrechte Hyperbel: x? —y2%= 4 a2
Diese senkrechte Hyperbel, welche in Normalstellung A die negative
Konstante haben miiite, hat hier die positive Konstante, weil die
Unendlichkeitshilite der Ebene alle Vorzeichen umkehrt.

3. Normalstellung A, senkrechte Hyperbel: x?-—y2= -——a?.

4. Normalstellung B, wagerechte Hyperbel: x? —y2= -—a?.
Diese wagerechte Hyperbel, welche in Normalstellung A die positive
Konstante haben miilte, hat hier die negative Konstante, weil die
Unendlichkeitshilite der Ebene alle Vorzeichen umkehrt.

- SchlieBlich diirfte die Bemerkung am Platze sein, dal entgegen-
gesetztes Vorzeichen quadratischer Konstanten nur bei Gegenkurven,
d. h. Kurven aus Gegenpunkten, auftritt, und daf diese Umkehrung
des Vorzeichens bei Gegenkurven ein allgemoines Gesetz ist, das sich
z. B. auch bei der Ellipse bewihren wird.

§ 5. Bemerkung iiber die allgemeine Hyperbel.

Dieselben Zusammenhinge, die fiir die gleichseitige Hyperbel
abgeleitet wurden, bestehen auch fiir die allgemeine Hyperbel von

2 2
der Gleichung —::2 -%2~ = 1. Es ist nur noch darauf aufmerksam
zu machen, daB die Hyperbel, welche in Normalstellung A die X-Achse
im Abstande a schneidet, in Normalstellung B die Y-Achse im Abstande
b trifft. Ahnlich ist das Verhaltnis bei der Gegenhyperbel.

Da allgemein die Lehre vertreten wird, eine wagerecht verlaufende
Hyperbel schueide die 'Y-Achse in imaginiren Punkten, d. h. itberhaupt
nicht, wihrend die objektive Geometrie ausdriicklich zweli reelle
Sehnittpunkte mit der Y-Achse behauptet und vorzeigt, haben wir
diesen Zwiespalt zu erkliren. Dies kann nicht dadurch geschehen,
daB etwa eine der beiden Behauptungen als unzutreffend dargetan
wird. Sie sind zweifellos beide wohlbegriindet. Sondern es geschieht
wieder in sehr einfacher Weise dadurch, daf man erkennt, dafl die
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algebraische Analyse, welche zu imagindren Schnittpunkten fiihrt,
nur auf eine Ebenenhiilfte sich bezieht, z. B. auf die rote. Die Aussage
der Polargeometrie dagegen spricht von der Totalebene in ihren
heiden Halften. Vgl auch § 62.

§ b6. Die Darstellung der Totalebene durch die
Lambertsche Miinze.

Die Darstellung der ‘Totalebene durch eine Kugeloberfliche hat
zwei MiBsténde, einen praktischen und einen theoretischen. Der prak-
tische besteht darin, daf es nicht leicht ist, eine Kugeloberfliche mit
hestimmten Kurven in einem Buche klar und bequem abzubilden.
Dor theoretische Nachteil liegt darin, daB das zweidimensionale
Gebilde der Totalebene durch die Kugel ein dreidimensionales,. d. h.
cekriimmtes Aussehen erhilt, wodurch jede Moglichkeit, auch den
Totalraum auf dhnliche Weise abzubilden, ausgeschlossen ist. Denn
vier Dimensionen stehen uns nicht zur Verfiigung. Deshalb soll jetzt
¢in neues Mittel angegeben werden, um die Totalebene abzubilden,
welches die soeben genannten Mingel nicht an sich hat. Dies ist das
Gebilde, welches wir als Lambertsche Miinze bezeichnen wollen.

Es ist bekannt, dafl Johann Heinrich Lambert der Erfinder
derjenigen Kartenprojektion ist, die gestattet, eine Hilfte der Krd-
kugel als Kreis darzustellen.  (Flichentreue Azimutalprojektion.)
In den meisten besseren Atlanten findet man auch eine Darstellung
der beiden Erdhalbkugeln. der nordlichen und der siidlichen, in der
Lambertschen Projektionsform. Handelt es sich um diese heiden
Halbkugeln, so erscheinen die Breitenkreise als ebene Kreise und die
Meridiane als Geraden, die sich im Mittelpunkt dieser konzentrischen
Kreise strahlenformig schneiden.

Man kann in dieser Weise eine Kugeloberfliche ma,thematlsch
korrekt avf zwei Kreisflichen darstellen. Man kann also die Totalebene
chenfalls durch zwei Kreise mathematisch korrekt darstellen. ILis
ist nun gewiB empfehlenswert, die organische Einheit der Kugel oder
der Totalebene auch im Modell zu wahren. Dies geschieht am besten
dadurch, daB man sich die beiden Kreisflichen hintereinander geklebt
denkt, oder daB man sie auf die Vor- und Riickseite ein und desselben
kreisformigen Stiickes Papier gezeichnet denkt. Die ganze Total-
ebene ist also unter Beniitzung der Lambertschen Projektionsform
als Miinze darstellbar, deren eine Seite den roten, deren andere Seite



