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den griinen Teil des Kugelmodells der Ebene enthilt. Die logische
Zweiteilung der Ebene wird sehr treffend durch die beiden Seiten der
Miinze ausgedriickt. Die Miinzenfliche ist also stets als sog. ,.ein-
seitige Fliche‘* aufzufassen.

Im folgenden benutzen wir die Lambertsche Miinze regelmiBig
zur Darstellung der Kurvenverliufe auf der Totalebene. Wir zeichuen
dabei die Vor- und Riickseite der Miinze nebeneinander. Wir bezeichnen
diese beiden Hilften der Ebene als Stellung A und Stellung B, ganz
entsprechend der Normalstellung A und der Normalstellung B am
Kugelmodell. Die Miinze werde immer um die Y-Achse gedreht.

Die theoretische Bedeutung der Lambertschen Minze liegt
darmm, daf sie erlaubt, die ganze unendliche Ebene der objektiven
(Geometrie mathematisch getreu auf einer endlichen Fiiche ohne
Vermehrung der Dimensionen abzubilden. Dal dabei die Umkehrbar-
keit der Miinze die wesentliche Rolle spielt, ist augenscheinlich. Dieser
Charakter der Lambertschen Miinze 158t erhoffen, da man durch
thre Vermittlung auch den dreidimensionalen Totalraum werde mathe-
matisch adiquat abbilden lernen. In einem spiteren Paragraphen
soll darauf niher eingegangen werden.

§ 57. Darstellung des Verlaufes einer gleichseitigen
Hyperbel auf der Lambertschen Miinze.

Da durch die Paragraphen 53 und 55 bereits AufschluB iiber den
Gesamtverlauf von Hyperbeln gegeben ist, eriibrigt sich nur noch,

Jtellung A JSrellung B
Z 3 4 “Achse ] 7 Y Adkse
o Achse el x Achse
o0
2
v y//4 z /4
Fig. 18.

den Verlauf auf der Lambertschen Minze zu veranschaulichen.
Wir wahlen als Beispiel der Einfachheit halber eine gleichseitige Hy-
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perbel. Deren Verlauf bei positivem a? ist der folgende, wobei fest-
zuhalten ist, daB der Durchmesser der Miinze die Linge unendlich dar-
stellt, aus welchem Grunde die entsprechende Linge a fiir - den
- Hyperbeldurchmesser* in der Regel sehr klein sein wird.

Wir zeichnen nur diese Figur, da ein Kommentar durch die
§§ 53 und 55 bereits geliefert ist.

§ 58. Der Verlauf der Parabel und seine Darstellung

Zugrundegelegt sel die Parabel, deren Scheitelgleichung y? = ?,px.

ist. Es fragt sich,
1. welches ihr Gesamtverlauf auf der Ebene ist, d.h. ob ihr

o 8]
giofter Durchmesser ~5 oder oo oder 2 % betrigt;

2. welchen Maximalwert die Ordinate y der Parabel erreicht.
Denn daB ein solcher Maximalwert besteht, folgt aus der Insich-
geschlossenheit der Ebene. Und aus demselben Grunde ist klar, daf
uns mit der unbestimmten Angabe der Lehrbiicher, welche auf eukli-
dischem Standpunkt stehen, nicht gedient ist. Die Lehrbiicher lassen
uns hier ganz im Stich.

Betreffs der ersten Frage ist sicher, dafl der grofite Durchmesser
nicht 2 « betragen kann. Sonst miilte die Parabel wie die Hyperbel
aus zwel Asten bestehen, die sich vom gemeinsamen Scheitel aus
von einander entfernen. Die Analytik lehrt zweifellos, daf} die sich
nach der entgegengesetzten Seite entfernende Parabel einen negativen
Parameter besitzt, also eine andere Kurve darstellt. Es ist, wie bald
gozeigt wird, die Gegenkurve der urspriinglichen Parabel.

Ferner ist auch sicher, daB der groBe Durchmesser einer Parabel
o 8}
nicht die Lange "o haben kann. Denn da die in der Nihe des Poles

zu diesem Durchmesser parallelen Sehnen avs Griinden des analytischen
Zusammenhanges bekanntlich als Durchmesser aufgefaft werden

oG
miissen, und da diese Durchmesser sich alle in der Entfernung ~o
vom Scheitel schneiden, kann sich in dieser Entfernung erst der Mittel-
punkt, nicht aber der zweite Scheitel der Parabel befinden.

Es bleibt also nur die Moglichkeit iibrig, daB der grofite Durch-
messer einer Parabel die Linge oo besitzt, welche Moglichkeit auch
dadurch als einzig zutreffend erwiesen wird, dafl auf ihrem Grunde
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<ie beiden Parabeln y?>=2px und y>= —2px als Gegenkurven,
d.h. als Kurven aus den sphiirischen Gegempunkten, erscheinen.
Gegengriinde gegen die Annahme bestehen nicht. Es ist also nunmehr
als festgestellt zu betrachten, daB die Entfernung zwischen den beiden
Polen einer Parabel die Strecke o betriigt.

Beziiglich der zweiten Frage hat man sich an die Gleichung zu

a0
halten. Zu bestimmen ist, welchen Wert y fiir x= "5~ erhilt. Es

o e : [ o
ergibt sich hierfiir unmittelbar: y = V 29 . 9, wobel die Natur-

(o o)
konstante “5~ in keiner Weise beseitigt werden kann, sondern als

definite Strecke ihre gewdhnliche geometrische Bedeutung hat. Der
Maximalwert der Parabelordinaten betrigt also nicht, wie man

L

mitunter lesen kann, ,,unendlich®, sondern ]/ 2p. 9.

Wir haben nun die Parabel auf der Lambertschen Minze ab-
zubilden. Dies geschehe fiir die Gleichung y? = 2 px, und wir halten
es fiir empfehlenswert, die Parabel y? = —2px gleich mit auf dieselbe
Figur zu zeichnen, da man auf diese Weise klar erkennt, dal diese
Kuwrve die Gegenkurve der urspriinglichen ist. Sie wird zum Unter-
schied von der ersten Parabel gestrichelt.

Es empfiehlt sich, die Aufmerksamkeit darauf zu lenken, daB
jede Parabel, genau wie es von der Geraden ausgemacht wurde, nur
eine Ebenenhiilite bedeckt, und daB die andere Ebenenhilfte fiir die
Gegenkurve reserviert bleibt. Die Ebenenhilften fiir die obigen Parabeln
fallen jedoch nicht mit dem Seiten der Miinze zusammen, sondern
teilen, wie man sieht, diese Seiten in zwei Hilften. ‘
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§59. Eine neue Kigenschaft der Parabel

Da man fiir die Parabel im allgemeinen nur die Scheitelgleichung
in Betracht zu ziehen pflegt, hat man eine schine Eigenschaft dieser
Kurve, welche sich auf die Bremnpunktsgleichung stiitzt, bisher
iibersehen. Sie moge hier angegeben sein. Zunichst: aber seien auch
einige besonders empfehlenswerten Formen der Brennpunktsgleichung
angegeben, und zwar fiir diejemige Lage der Parabel, bei welcher die
groBe Achse mit der Y-Achse zusammentfallt. Diese Stellung der Parabel
glaubt der Verfasser wegen ihres besonderen Beziehungsreichtums als
die Normalstellung der Parabel bezeichmen zu sollen.

Die Brennpunktsgleichungen der Parabel, von deren Richtigkeit
sich jeder Nachpriifende leicht iiberzeugen kann, lauten:

1. x*=p(p—2y).

2.x2=(a+vy).(a—y), wobei a =p —y ist. (Siehe Figur.)
3. x*=a? —y2
dat+y a—y

1.

X X

()

6. tang?y, —tang?’ = 1, wobei a : x gleich tgy,, y: x gleich
tgy gesetzt ist. (Siehe Figur.)

Lewtlinie

Fig. 20.

Die neue Eigenschaft der Parabel, die hier festgestellt werden soll,
bezieht sich auf das Ahnlichkeitsverhiltnis, welches zwischen den
Teilen der Kurve iiber und unter der X-Achse besteht. Es ist nimlich,

da {— =1 tangy betragt, x2 + 2 px . tangy —p? = 0. Also:

P
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x=c+p tangr+p . Vigy 1=t p(tgrtmn =20
Wir setzen nun 7 positiv und negativ, um die Werte von x vnd y
sowohl fiir den oberen als fiir dent unteren Teil der Kurve zu bestimmen.
(Siehe Figur.) Dann wird bei negativem Winkel der Sinus das Vor-
zeichen - wechseln, wihrer.d der Cosinus unverindert bleibt.  Wir
bezeichnen die Koordinaten fiir den oberen Teil der Kurve mit dem
Index ,, die Koordinaten fiir den unteren Teil mit dem Index
p (1 —siny) p (14 siny)

Dann ist: x — X, = == X . tov:
- +cosy 7" +cosy 7 7° 0 "oy

u”

YH = Xll ¢ tg},'

Nun besagt die Gleichung x%= p (p—2y), dab jedes x mittlere
Proportionale zwischen p und p—2y ist. Stellt man letztere Strecke
geometrisch dar, was in der Figur geschehen ist, so erkennt man aus
den Diagonalen, daB der Endpunkt E zusammen mit ¥, Py, und dem
zu P, beziiglich der Y-Achse symmetrischen Punkt P, stets ein
Rhombus bildet. Jeder Parabelpunkt ist also mit einem Rhomben-
paar verbunden zu denken, dessen zweiter Rhombus nach der unteren
bzw. oberen Gegenseite liegt und den durch den Winkel — 7 bezeich-
neten Parabelpunkt zur Ecke hat.

Die neue Parabeleigenschaft lautet demnach: Bewegt sich cin
Punkt auf der Parabel, so hewegt sich als seine Funktion ein scheitel-
winklig zusammengefiigtes Rhombenpaar, dessen Seiten sich verhalten
Wi —2: -%%E;, oder reziprok, und dessen Diagonalen jedesmal
gleich 2x und 2y sind. Die Parabel ist also der geometrische Ort
eines alle posi‘iven reellen Werte durchlaufenden Ahnlichkeitsverhilt-
nisses, das beim Durchgang durch die X-Achse gleich 1 wird.

Interessant ist wohl auch die Tatsache, daBl die Parabel x* + v2
= a2 und der Kreis x? 4 y2 = a2 suBerlich genau. dieselbe Gleichung
besitzen. Nur ist beim Kreis die Linge a eine Konstante, wihrend
bei der Parabel das a die Variable (p—y) bedeutet.

Fiir den Maximalwert des x hat der untere Rhombus beide Parabel-
brennpunkte zu Ecken, wihrend der ,,obere* Rhombus fiir diesen
Ubergangswert in doppelter Ausfilhrung existiert, nimlich in jeder
der beiden Parabelkuppen ein Mal. Und zwar fillt jeweils einer seiner
Eckpunkte mit dem Brennpunkt zusammen, wihrend der gegeniiber-
liegende in den Leitpunkt L fallt.
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Obwohl all diese Beziehungen zum Verstandnis der Polargeometrie
nicht notwendig sind, wird man ihren reizvollen Charakter, so bald
man sich in sie versenkt, lebhaft empfinden. Aus diesem Grunde
schienen sie dem Verfasser der Mitteilung nicht unwert zu sein.

i ks
§ 60. Konstruktion des Ausdruckes ]/ 2p. g9-

o

Im vorletzten Paragraphen wurae die Lénge ]/ 2p. 5 als

Maximalwert dei Ordinate einer Parabel y?= 2 px nachgewiesen.
oo}

‘Es fragt sich, welche Linge diese Grofie im Vergleich zu 5  besitzt,

und wie man sie konstruierf. Selbstverstindlich kann eine Kon-
struktion mittelst unendlicher Léngen schon deshalb nicht in Betracht
kommen, weil das Zichen von Parallelen auf so grofe Entfernungen
nicht dazu benutzt werden kann, auf elementare Weise ein Rechteck
in ein Quadrat zu verwandeln. Diese Verwandlungsaufgabe wiirde
ja verlangen, dafl Parallelen als Geraden von gleichbleibendem Abstand
aufgefallt werden konnen. :

Deshalb kann die Konstruktion des obigen Ausdruckes nur in
verkleinertem Mafstabe, also mittelst der Lambertschen Miinze,
exakt vorgenommen werden. Dies geschieht wie folgt: Man lege eine

QL
Strecke 5 und eine im selben MaBstab verkleinerte Strecke 2p an-

einander. Man schlage iiber der Gesamtstrecke den Halbkreis. Man
errichte im Teilpunkt T der beiden Strecken das Lot. Dieses treffe
den Halbkreis in einem Endpunkte E. Dann ist nach dem Satze
‘von der Beziehung zwischen Héhe und Hohenabschnitten eines Drei-
ecks die Strecke TE die gesuchte Wurzel. Es 1a6t sich also von Fall

o o]
zu Fall feststellen, welchen Bruchteil der Lénge o die Strecke

«“ w . .
]/ 2p . 5 bildet, und man kann ihren Betrag auf jeder Lambert-

oo
schen Miinze genau abtragen. Da die Strecke 2p im Verhaltnis zu ~

e

3t e L

o ‘ a 0 ,
in der Regel sehr klein sein wird, ist die V 2p. 9 n der Regel

- w . T 3 .
eine Strecke, welche ebenfalls die Liinge 5 bel weitem nicht erreicht.

5



66 Ernst Barthel,

w0 ) / o o
Ist dagegen 2p = 5, so wird auch ] 2p° 5 = 9, d h die

e o)
Parabel, deren Maximalordinate ~5~ betrigt, hat eimen Parameter p

L
Vo1 4

Dieser Grenzfall kann auf der Kugel demonstriert werden.

§ 61. Ellipse und Gegenellipse.

Die logische Zweiteilung der Ebene war Anlaf und Hilfsmittel

: X ¥y
zugleich, um den Gegensatz der Geraden a £ 0 —5—5 i’ 0= 1 und

a =+ o —!—bi_oo =1, der Hyperbeln o = 1 und e
v? ,
— i,é = —1, sowie der Parabeln y?> =2 pxund v>= — 2 px aui-
zustellen und zu erkliren. Auch bei der Ellipse besteht dieser kom-
<2 ,2

plementiire Gegensatz, und zwar in den Gleichungen a2 T —}b": =1
1 x v 1

UIC a2 b = —1.

§ 62. Néaheres iiber die Gleichung x2+ y?= —r?.

Obige Gleichung stellt nach der allgemein angenommenen Theorie
einen Kreis mit imaginirem Radius dar. Man konnte daher auf den
Gedanken kommen, unsere Erklirung im vorhergehenden Paragraphen
sei falsch, da sie dem Kreis scheinbar einen reellen Radius zuweist.
Um diesen Punkt klarzustellen, mogen folgende Uberlegungen ge-
stattet sein:

FaBt man quadratische Konstanten ins Auge, so erscheint die
grime Hilfte der Ebene als Ort negativer Konstanten. Falit man
dagegen lineare Konstanten ins Auge, so erscheint dieselbe Ebenen-
halfte als Ort imaginirer Konstanten. Wir sagen daher deutlich:
Die grime Ebenenhilfte ist der Ort megativer quadratischer, d. h.
imaginsrer linearer Konstanten. Damit ist ansere Krklirung der
strittigen Gleichung mit der Lehre vom Imaginéren algebraisch
vollkommen in Einklang gebracht.
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Indessen besteht doch noch ein (regensatz gegen die iibliche
geometrische Darstellung des Imaginéren, die uns zu einer weiteren
Uberlegung veranlaBt. Wenn man, von der arithmetischen Zahlen-
achse ausgehend, die imaginiven Zahlen auf einer Achse senkrecht
dazu darstellt, so ist dieser Modus eine ganz willkiirliche Festsetzung,
die sich aber durch praktische Brauchbarkeit zur Veranschaulichung
komplexer Zahlen bewihrt hat. Indessen ist dieselbe Art der Dar-
stellang imaginirer Zahlen vollkommen ausgeschlossen, wenn man
von der analytischen Geometrie der Ebene ausgeht. Dann nimlich
ist ja schon die ganze iiberblickbare Ebene, welche durch X- und Y-
Achse beherrscht wird, von reellen Punkten ausgefiillt, und es ist
also fiir imaginiire GroBen da gar kein Raum. Es fragt sich also von
nenem, wie man die imaginiren Zahlen geometrisch lokalisieren soll.
Denu gorade vom Standpunkt der analytischen Geometrie aus wird
man sehr dringend auf imaginire Lingen gefiihrt.

Die Liosung kann, so viel ich sehe, keine andere sein als die von
uns hier vertretene, daf die imaginidren Léingen auf der griinen Hilfte
der Ebene liegen. Die Zweiteilung der Ebene ist eine genaue Analogie
zur Zweiteilung reeller und imaginirer Lingen, oder positiver und
negativer Quadrate. Wer mit dieser Theorie nicht glaubt einverstanden
sein zu diirfen, miifte nicht nur obige Gleichung mit einer
anderen passemnden geometrischen Deutung versehen,
sondern er hiatte offenbar auch die Pflicht, uns mit-
zuteilen, wie er denn imaginire Langen auf der ana-
Ivtischen Ebene anders darstellen will.

“Wie bei den drei iibrigen Gruppen von Kegelschnitten, so erklir
sich auch dieser Gegensatz aus der Zweiteilung der Ebene. Die Ellipse
x2 4 y2= 712 die man auf Grund der euklidischen Geometrie
durchaus nicht unterbringen kann, bedeutet sehr einfach nach genauer
Analogie der Hyperbel x2 —y2= —r? die Gegenkurve der Ellipse
x2 4+ y2=r2 Verliuft die letztere um den Punkt T 0, so verliuft
die erstere um den Gegenpunkt T oo . Liegt die letztere auf der roten
Ebenenhiilfte, so liegt die erstere auf der griinen. . Zur Erliuterung
sel hier der soeben in Gleichung genannte Kreis und Gegenkreis auf
der Lambertschen Minze dargestellt. Er gelte als Beispiel fiir die
allgememe Ellipse.

Besonders hervorgehoben sei nochmals, da nur die Polargeometrie
imstande ist, die Gleichung x? -+ y? = ——r? unterzubringen, und da8

5*
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nur die Polargeometrie gestattet, alle moglichen Kegelschnitte mit
samtlichen Grenzfillen restlos darzustellen. Dies geschieht auf der
Kugeloberfliche oder auf der Lambertschen Miinze.

Es ergibt sich daraus, daf nur eine einzige Geometrie existiert
die den Bediirfnissen des menschlichen Geistes allseitig gerecht wird

Srellung A Stellung B
7 7
- V= A se V= Aclse

Fig. 21.

— mnamlich die Polargeometrie, welche von Desargues und der
nachfolgenden projektiven Geometrie his Ponceiet und Steiner
deutlich vorbereitet, von Riemann und Helmholtz grundsitzlich
neben die euklidische Geometrie gestellt wurde und von dem gegen-
wirtigen Buche als einzig kritische Elementargeometrie erwiesen wird.
Der populire Einwand, daB die Ebene aber in Wirklichkeit keine
Kugel sei, diirfte iibersehen haben, daf die Polargeometrie auf drei-
zehn klaren Definitionen beruht, deren Ubereinstimmung mit dem
Sprachgebrauch nicht bezweifelt werden kann. Auf Grund dieser
Definitionen hilt die Polargeometrie die Begriffe ,,Ebene “und ,,Kugel*
scharf auseinander, ohite jedoch zu iibersehen, daB sie beide als Flichen
mit konstantem Kriimmungsmafl alle wesentlichen KEigenschaften
gemeinsam haben.

§ 63. Empfehlung der Benutzung einer Kugel

KEs ist dringend anzuraten, sich die hier genannten einfachen
Gesetze der Kegelschnitte auf einer wirklichen Kugel klar zu machen.
Die Schonheit der Zusammenhinge und die UnerliBlichkeit ihrer
Annahme ist nur bei konkreter Anschauung voll zu erfassen. Bei dieser
Gelegenheit wird der Leser den bescheidenen Anfingen, die hier ge-
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goben sind, aus eigenen Mitteln gewif manches Neue hinzufiigen
kinnen, da die Erkundung der Kegelschnitte auf der Kugel ein ebenso
fruchtbares wie aufschluBreiches Gebiet darstellt. Erst auf der Kugel
erhalten die Kegelschnitte ihre wahre Vollendung. Erst hier kann
man ihren vollstindigen Lauf iiberblicken. Erst hier verschwinden
die Regionen, in denen bisher der Gedanke im Dunkeln zu tappen
vernrteilt war. Es wird daher wohl eine Zeit kommen, wo der Lehrer
und Professor der Geometrie seine Figuren nicht mehr auf die Wand-
tafel, sondern auf einen cntsprechend groBen Globus zeichmet, wenn
nicht vielleicht sogar Lambertsche Minzen in reichlichen Gebrauch
kommen sollten. Denn eine Wandtafel stellt ja nur ein winziges
Fragment der Ebene dar, wihrend die beiden moderneren Darstellungs-
mittel die gesamte Kbene reprisentieren. Sie erst sind also imstande,
auch die durch das Unendliche verlaufenden Kurven in ihrer ganzen
Bahn nach mathematisch exaktem Gesetz darzustellen.

§ 64. Kllipse, Parabel und Hyperbel in ihrem
Zusammehhang.

DafB die Parabel den kontinuierlichen Ubergang zwischen Ellipse
und Hyperbel darstellt, vorausgesetzt daB die Abwandlung der Figur
nach geeignetem Gesetz geschieht, ist eine der altesten Erkenntnisse
der Kegelschnittgeometrie, die durch zahlreiche Beziehungen erhirtet
wird. Den lingst bekannten Kennzeichnungen dieses Uberganges
sei hier eine neue hinzugefiigt, die sich nur auf der Kugel feststellen
[4f3t. Man zeichne auf der Kugeloberfliiche eine vollstindige Hyperbel,
Parabel und Ellipse. Bezeichnet man in diesen drei Figuren denjenigen
Durchmesser, der sich innerhalb der Kurve zwischen den beiden
entgegengesetzten Hauptpolen erstreckt, als die grofie Achse der Figur,
so besteht das Gesetz:

Dié grofe Achse einer Ellipse ist kleiner als oo, grifler
als 0.

Die groBe Achse einer Parabel ist gleich <« .

Die groBe Achse ciner Hyperbel ist groBer als oo, kleiner
als 2 =.

Dieses Gesetz ist gewil der Mitbeachtung wert. Man verkannte
es bisher deshalb, weil man in Ermangelung des Uberblickes bei der
Hyperbel anstelle der soeben definierten groBen Achse ihre Differenz
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von 2 oo inBetracht zog und diesen duBeren oder Scheindurchmesser,
der natiirlich stets kleiner als cc bleibt, als sog. groBe Achse™ (2a) der
Hyperbel bezeichnete.

§ 6. Die Gerade als Grenzfall von Ellipse, Hyperbel
und Parabel
) . I G . . W
LaBt man bel der Ellipse , T b = 1 dieAchse b bis 5 wachsen,
a > 2

so geht die Jillipse in ein Geradenpaar iiber, das beziiglich der X-Achse
zur Y-Achse parallel verlauft. Dasselbe Geradenpaar ergibt sich als

2 .2

Y b =

Grenzwert, der Hyperbel Z_ 5

Dieses Geradenpaar bildet cin Geradenzweieck, wie denn iiber-

haupt die Tatsache ausge-

sprochen zu werden verdient,

daBl die Polargeometrie Ge-

radenzweiecke kennt, ja auch

b B Geradendreiecke mit einer

Winkelswinme bis zu  drei

Rechten, welche Verhiiltnisse

man sich wieder auf der

Kugel klarmachen ‘kann.

Aus der obigen Ubergangs-

beziehung geht hervor, dall

der  Grenzwert  zwischen

Ellipse und Hyperbel unter

Umstiinden keine Parabel

Fig 22. zu sein braucht, sondern auch’

e¢in Geradenpaar sein kann.

Es ist ferner bekannt, daf jede Hygerbel, deren heide Achser

gleich null werden, in das Asymptotenkreuz ithergeht, welcher ¥all
der Vollstindigkeit halber angefiithrt sei.

(Siehe Figur.)

9
-

Es ist ebenso klar, daf die Parabel y*=2px fiir p = Oz in- ihre

Scheiteltangente iibergeht. )
/L 9
Ebenfalls selbstverstandlich ist, daB der Kreis x* 4 y*= (9) )

eine Gerade ist, und zwar der Ebenensiquator.
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§ 66. Das wesentliche Verhiltnis von Gerade, Krels
und Punkt.

Der Kreis mit dem Radius 0 ist ein Punkt. Der Kreis mit dem
Radius ?)O ist eine Gerade. Gerade und Punkt sind also die extremen

Grenzwerte eines Kreises. Sic stehen an den heiden Eckpunkten einer
kontinuierlichen Reihe. Sie besitzen also einen polaren oder dualen
Gegensatz. Der Kreis ist gleichsant nur der verbindende Ubergang
zwischen den Extremwerten der Geraden und des Punktes. Daher
ist der Kreis auch eine Einheit von Punkt und Linie, ndmlich von
Mittelpunkt und Peripherie.

Der duale Gegensatz von Gerade und Punkt ist in sehr spezieller
Weise besonders durch Brianchon und Poncelet in der projek-
tiven Geometrie fruchtbar bemutzt worden. Indem wir durch obige
mehr philusophische Bemerkung auf die wesentliche Grundlage dieses
dualen Gegensatzes hinweisen, fiigen wir zugleich die Hinweisung bei,
dal} im stereometrischen Teil dieses Abschnittes die Dualitit zwischen
Punkt und Gerade noch in ciner anderen, sehr auffilligen Form auf-
gezeigt werden wird. (Vgl. § 75.)

§ 67. Die Arcusfunktion.

Es ist allgemein bekannt, daf die Formeln der ebenen Trigono-
metrie als Grenzfialle der Formeln der spharischen Trigonometrie fiir
unendlichen Radius betrachtet werden kionnen.  Zum Beispiel
158t sich der ebene Cosinussatz als Grenzfall des sphirischen Cosinus-
satzes ableiten. Da jedoch in der ebener Trigonometrie Strecken vor-
kommen, wihrend die sphirischen Formeln nur Winkelfunktionen
enthalten, findet beim Ubergang einer Formel in das anderc Gebiet
in der Regel eine bedeutende Anderung der Form statt.

Es ist nach allem, was bisher iiber das Verhiltnis von Ebene und
Kugcloberfliche gesagt wurde, micht zu bezweifeln, dafl es noch
andere trigonometrische Formeln geben muB, die ohne jede Verdnde-
rung sowohl plan als sphirisch giiltig sind.

Es gibt zwel Wege, um die gesuchten Universalfermeln zu erlangen.
Entweder nan geht von der sparischen Trigonometrie aus und iiber-
legt, daB jede Strecke ein hestimmter Bruchteil der definiten Maximal-

. L . . .
strecke o« ist. Da die Streche 580 viel bedeutet wie der Winkel
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von 909, ist es zuldssig, auch den Begriff einer Streckenfunktion sin a,
cos a, tang a, cotang a, sec a, cosec a zu bilden. Der Wirkel, welcher
einer Strecke a entspricht, wird in der Regel sehr klein sein. Das hindert
aber nicht, daB die Formeln der sphirischen Trigomometrie ohne
Anderung auch auf die ebene Trigoncmetric angewandt werden kénnen.

Diesem ersten Wege zur Gewinnung trigonometrischer Universal-
formeln liuft ein anderer parallel, der secinerseits von der ebenen
Trigonometrie ansgeht. Es ist belsannt, daf man auf irgend ciner Kugel
das Verhiltnis eines Hauptkreishogens a zum Radius r als dex Arcus
von a (arc a) bezeichnet. Die Arcustunktion aber erlaubt, die Gewinnung
von Universalformeln aus der ebenen Trigonometric. Nehmen wir
als Beispiel clen ebenen Cosinussatz: a?=Db2+ ¢2-—2hc.cos .

. : . ® \2 :
Diese Gleichung dividiere man durch r? = ( 9 ) . Dann lautet sie:

arca = arc?h 4 are?c —2.arcbh.arcc.cos«. Diese Gleichung
hat nicht nur auf der Ebene, sondern auch auf jeder Kugel Giiltigkeit.
Der einzige formal ganz belanglose Unterschied ist der, daf fiir eine

. ) ) o
Kugel der Radius kleiner als o ist.

Es 15t vielleicht besonders bemerkenswert, daf fiir gewihuliche,
also 1Im Verhiltnis zu 9 sehr kleine Strecken der Ebene die Arcus-

funktion unendlich kleine GriSen darstellt. Die trotzdem ganz zu-
verlissige Rechnung mit der Arcusfunktion spielt demnach in der
Trigonometrie eine dhnliche Rolle wie die Rechnung mit unendlich
kleinen Zahlenwerten in der hoheren Analysis.

Zusammenfassend stellen wir fest, daf jeder trigonometrische
Zusammenhang auf zwei Weisen durch eine Universalformel darstell-
bar ist, die sowohl in der Ebeme als auf der Kugel ohne Anderung
giiltie und brauchbar ist. Fiir den Cosinussatz z. B. lauten die beiden
Universalformeln:

1. cosa=cosb-cosc +sinb-sinc-cos .

2. arcza =arc?h +arc®c —2-arcb-arcc-cos «.

~ Jede dieser Formeln ist sowohl plan als sphirisch verwendbar.
Es diirfte <ich empfehlen, in Zukunft die beiden Gebiete der Trigono-
metrie nicht nacheinander, sondern miteinander zu behandeln. Ob-
wohl es sehr erklirlich ist, daf im Lauf der Geschichte zuerst dic ebenen
Bezichungen und erst verhaltnisma Big spiat die sphirischen Beziehungen
studiert wurden, so ist dies doch kein Grund, das unorganische Nach-
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cinander von Dingen, die in jeder Hinsicht eng zusammengehiren.
fiir alle Zeit beizubehalten. Die Kugeloberfliche ist keine
Korrelation zur Ebene, sondern die Ebenc ist ein Spezial-
tall, also eime Subordination der Kugeloberfliche. Der
mathematische Unterschied zwischen Kugeloberfliche
und Ebene ist nicht groBer als der mathematische Unter-
schied zwischen zwel Kugeloberflichen mit verschiedencem
Radius.

§ 68. Das Paradoxon der scheinbaren Linearitit
einer Gleichung von Kurven zweiten Grades.

In § 27 wurde eine Punktkonstruktion auf Grund der Gleichung
.

——

i\ = 1 angegeben. Es ist interessant, daf diese Gleichung, ob-
& )
wohl sie nur Kurven zweiten Grades enthiilt, dennoch dem Anscheine
nach Imear ist. Denn auch die GroBe r st eine in der Figur dewtlich
angebbare Linge. Das Paradexon klirt sich natiirlich dadurch auf,
daf die Linge r als Wurzel in der Gleichung vorkommt, d. h. als eine
Grofe. die trotz ihrer Linearitit auf quadratischen GroSen beruht.
Es kommt uns hier auch weniger darauf an, das Paradoxon als
solches festzustellen. als noch eimmal die vier Gleichungen zu rekapi-
tulieren, die zusammen die Kegelschnitte erschopfend wiedergeben.
Von diesen vier Gleichungen sind zwel linear gebaut, wihrend die
heiden anderen rein quadratisch sind. Die Symmetrie also ist es,
die uns veranlafBt, die formelle Linearitat der obengenannten Gleichung
zu konstatieren. Und iibrigens zeigte der § 27 augenfillig, da zwischen
dieser Gleichung und der Gleichung der Geraden ein enger Zusammen-
hang besteht. Wir zihlen hiermit die vier Gleichungen, welche nach
unserer in den vorhergehenden Abschnitten begriimdeten Ansicht als
die Normalgleichungen der Kegelschnitte zu betrachten sind, auf.
Wobei zu bemerken ist, daf eine Normalgleichung mit einem Maximum
von Beziehungsreichtum ein Minimum von Kompliziertheit vereinigen
muB. Die Gleichungen sind:

X ¥y roy X r
I Y _1. 1T, — 1. (bezw. - =1,
a +b 1 ! a +b (bezw a b )
2 .2 g2 2
oL Y o o Y o

o

" b2 a2 h?

L]
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§ 69. Das reziproke Verhiltnis zwischen unendlichem
Radius und unendlicher Peripherie.

Angenommen ein Krels habe seinen Radius so stark vergrofert,
dal} seine Peripherie zur Geraden geworden ist. Dann geht offenbar

== D .
der Radius 5 In der Peripherie 2 oo vier mal auf.

Es ist ferner klar, daf jedes Viertel der Peripheric zum Radius
gemacht werden kann, beziiglich dessen der frithere Radius ein Viertel
der Peripherie wird. Das Verhiltnis zwischen Radius und Peripherie

wird also Im unendlichen Bezirk umkehrbar. Jede Linge 5 kann

sowohl als Radias wie als Viertel einer Peripheric aufgefalit
werden.

Im endlichen Bezirk gilt hekanntlich ein anderes Gesetz. Hier
wird das Verhiltnis zwischen Radius und Peripherie durch die Ir-
rationalzahl 7 determiniert.

Im unendlichen Bezirk ist gleichsam @ = 2 geworden. Hier 140t
sich auch der Radius nicht sechsmal in der Peripherie abtragen,
sondern nur viermal. Hier fillt jeder Unterschied von Sehne und
Peripherie fort.

- Es wire sehr kurzsichtig, wollte man diese neuen Gesetze des
unendlichen Bezirks als Argumente gegen die Polargeometric ins Feld
fithren. Man muf im Gegenteil anerkennen, daf sie auf dem sicheren
Fundament der Polargeometrie wie neuentdeckte Tatsachen bewertet
werden missen, die den alten m keimer Weise widersprechen, weil
sie auf einem ganz neuen Gebiet liegen. In dem Augenblick, wo der
Unterschied zwischen Peripherie, Tangente und Sehne cines Kreises
gleich null wird, dndern sich plotzlich in gesetzmaBiger Weisc alle
Bezichungen, welche die Elementargeometrie auf Grund der ausdriick-
lichen Verschiedenheit dieser drei Linien abgeleitet hat. Also vor
allem &ndert sich die Zahl 7. Das reziproke Verhiltnis zwischen
Radius und Peripheric ist cine der bewundernswertesten Voll-
kommenheiten der Geometrie des Unendlichen. Wenn man he-
achtet, daB dadurch zwischen Radius und Peripherie eine um-
kehrbare Polaritit festgesetzt wird, kann man ihre TUberein-
stimmung mit dem Grundgesetz aller Naturlogik nicht in Zweifel
zlehen.
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B. Stereometrischer Teil.
§ 70. Kegel und Zylinder.

Da sich je zwei Geraden, welche sich in einem Punkte schneiden.
auch in einem zweiten Punkte schneiden, der vom ersteren die Knt-
fernung oo hesitzt, besteht fiir einen Kegel in seinem Verlauf durch. da:

Unendliche folgendes Gesetz. Seine Seitenlinien divergieren vomn
Scheitel bis zur Entfernung Z . Dort sind sie pamlleL A h. dort ist
der Kegel ein Zvlinder. Von hier ab konvergieren dic Seitenlinign
wieder, bis sic nach abermals 32G sich in elnem zweiten Scheitel schneides.

Vom zweiten Scheitel geht es in derselben Richtung wnd nach deni
selbenr Gesetze wieder zum crsten Scheitel zuriick.  Jeder ~ Kegel
bildet demmnach cinen Kreislauf mit zwei Scheiteln und zwel Zylinder-
phasen. Er liuft in sich selbst zuriick, was itbrigens schon dureh die
bereits crivterten Kigenschaften der Kegelschnitte vollkommien aus-
gemacht ist.

Der Gegensatz von Kegel und Zylinder ist wie der Gegensatz
paralleler und nichtparalleler Geraden einer Xbene blofi graduell.
nicht wesentlich. Ein Zylinder ist ein Kegel, dessen Scheitel - der

w . v T N . &
Entfernung o liegt. Jeder Kegel wird in der Entfernung 5 vou

seinem Scheitel zum Zvlinder, und jeder Zylinder hat in der Mnt-
fernung O_; vor seiner gepaven Parallelitiitsstelle einen Scheitel.
Kegel und Zvlinder sind nicht verschiedene Korper, sondern ver-
schiedene Phasen ein und desselben Korpers in seinem Verlauf durch
dag Unendliche. Nur der Standpunkt des Beobachters entscheidet.
ob cin Korper Kegel oder Zylinder genannt werden soll. Beriicksichtigt
man den Totalverlaut dieses Korpers durch das Unendliche, se ist
er zweimal ein Zylinder und zweimal ein Kegel mit sichtharer Spitze.
Zwischen diesen vier Hauptstellen ist der Korper ein Kegel ohne sicht-
bare Spitze, d. h. ein Kegelstumpi. |

Der Durchmesser des Zylinders steht mit dem Winkel des il
entsprechenden Kegels in der durch § 12 und § 47 begriindeten Be-

zichung: = = 1807 Diese Gleichung gilt iibrigens, wie hier nach-

getragen sei, fiir das Verhiiltnis von Abstand und Winkel Zyeler
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Geraden emer Ebene ganz allgemein. Ist der Abstand zweler Parallelen
bekannt, so ist die Grofe thres Schnittwinkels durch obige Gleichung
fest bestimmt. Ist umgekehrt der Schnittwinkel zweier Geraden be-
kannt, so findet man durch obige Gleichung den Abstana der Geraden
an 1threr Parallelititsstelle.  Vergrofiert sich der Abstand zweier
parallelen Geraden, so dindert sich die Lage ihrer Schnittpunkte nicht,
wohl aber indert sich ihr Schunittwinkel. Der Abstand der Schnitt-
punkte zweler Geraden ist ja in keiner Weise willkiirlich beeinflub-
bar. sondern betriigt stets die Naturkonstante o .

Diese Angaben miogen an dieser Stelle als Rekapitulation niitz-
heh sein. Denn es ist dringend notig, dall man sich das Grundgesetz
der Polargeometrie nach allen Seiten so deutlich macht, daf es jedem
Leser I seiner ganzen Klarheit stets gegenwiirtig sel.

§ 71. Die Zylinderschnitte.
Es folgt aus dem Vorhergehenden. daf Zylinderschnitte nichts
. - . . . @0
anderes sind als Kegelschmtte, die man von emem um ,, vom

Scheitel entfernten Standpunkt betrachtet.  Der Interessanteste
Zvlinderschnitt ist die bisher noch nicht beachtete Parallelhvperbel.

b

X- 2

P R A TR

Sie hat die (sleichung ( oa )2 s 1. Man erhalt sie aus der
9 e

. . x* oyt .

gewdhnlichen Hyperbel M; , = 1 indem man unter Beibehal-

a )

tung eines Hyperbelpoles und der zugehorigen Scheiteltangenten b
. . . . w .
den Nullpunkt des Achsensystems in die Entfernung, schwinden

1aBt. Die Aste der so entstehenden Hyperbel sind einander im Punkte
der Betrachtung parallel.

§ 2. Das riumliche Strahlenbiischel.

Man nehme im Raum einen Punkt P an und lege durch ihn ein
vollstindiges Strahlenbiischel. Die Strahlen dieses Biischels diver-

gieren dann, wie nachgewiesen, bis zur Entfernung 9 vou P. Dort

sind sie parallel. Von da ab konvergieren sie wieder und bilden in
der Entfernung s« von P einen zweiten Schnittpunkt P’. Von P’
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geht es In gleicher Richtung geradlinig wieder nach P zuriick, und zwar
auch diesmal iiber eine Parallelititsstelle der Strahlen. Auch das
Strahlenbiischel durchliuft also die Unendlichkeit in vier Quadranten.
Wie die Ebene, so ist auch der Raum allseitig in sich selbst geschlossen.

Man kann natiirlich nicht aus dem Raum nach irgend einer Seite
entweichen. Diese Vorstellung wire vollig unzutreffend. Denn der
Raum gestattet innerhalb seimer nmach allen Richtungen eine un-
gehinderte, schrankenlose, geradlinige Bewegung, was ja am besten
durch den Begriff des Strahlenbiischels selbst erlautert wird. Der Raum
lguft geradlinig in sich selbst zuriick, ist aber in keiner Weise hegrenzt.

An der Stelle, an welcher das Biischel parallele Strahlen haz.
determiniert es in beiden Malen eine Ebenenhilfte, welche beiden
Ebenenhiilften sich zu einer Totalebene zusammenschlieen. Jeder
durch cinen Scheitelpunkt P gesetzte Raum determiniert also sowohi
emen Gegenscheitel P’ als auch eme Totalebene, welche den Ravm
als Aquatorebene durchschneidet. Und jede Totalebene determiniert
nach demselben Gesetz zu ihren beiden Seiten je einen Pol, welcher
den Raum, zu welchem die Totalebene dquatorial verlinft, eindeutig
f estsetzt. ‘

§ 73. Der Begriff des Raumes.

Wie schen in § 26 zum Ausdruck gebracht wurde, ist der Rawmn
der Polargeometrie nicht amorph wie derjenige der euklidischen Geo-
metrie, sondern er hat eine kristallographische Struktur. Man kann
ihn daher nicht nur in seinen Gesetzen bis ins Einzelne analysieren,
sondern man kann ihn auch mit vorteilhafter Exaktheit klar defi-
nieren. Ein Raum ist nach der Polargeometrie ein dreidimensionales
(vgl. § 11 Def. IIT und VII) Ordnungsprinzip, das durch einen Pol-
punkt P genauestens angegeben ist. Durch P ist ganz von selbst auch
P’ und die Aquatorebene determiniert.

Ein Raum ist fest, wenn der Punkt P fest ist. Ein Raum ist be-
wegt, wenn der Punkt P bewegt ist. Der Ravm steht also in der Polar-
geometrie nicht mehr auBerhalb aller Gepflogenheiten der iibrigen
geometrischen Gebilde, sondern er ist genau wie Gerade und Ebene
entweder fest oder bewegt. Diese Einordnung des Raumes in die geo-
metrische Sitte diirfte ein beachtenswerter methodischer Voraug
der Polargeometric sein.
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§ 4. Ein Gesetz der Raumbewegung.

Bewegt sich ein Raum mit den Polen P und P’ auf einer Geraden g,
so dreht sich seine Aquatorebene um eine Achse. Und zwar ist diese
Achse der Ebeneniquator zwischen denjenigen beiden Punkten, in
denen die Gerade g die Aquatorebenc in einer beliebigen Anfangs-
stellung schueidet.

Der Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus der Uberlegung.

daB die Distanz zwischen Pol und Aquatorgebilde stets ? betrigt

wnd daB die Aquatorebene immer auf der parallelen Region des
Raumbiischels senkrecht steht.

Es ist von Interesse, sich hier zu erimnern, dafl die projektive
Geometrie der Ebene einen shnlichen, ebenso eleganten Satz enthalt.
Er gehirt der Lehre von der Kreispolaritit an und lautet: Bewegt
sich ein Punkt P auf einer Geraden g, so dreht sich seine Polare um
vinen Punkt, welcher der Pol dieser Geraden ist.

§ 7. Die Zwillingsgeraden.

Man nehme eine Ebene, deren beide Pole und die zu diesen Polen
gehorige Aquatorgerade. Dann sind nach § 32 die Pole dic Mittel-
punkte der Aquatorgeraden auf der Ebene. Man drehe nun die
Ebene um die Aquatorgerade. Dann bewegen sich die beiden Pole
auf einer Geraden, welche avf der Ursprungsstellung der IEbene
senkrecht steht, durch den Raum. Die letztere Gerade enthilt also
Jauter Mittelpunkte der ersteren, nimlich fiir jede durch die ersterc
gelegte Ebene ein Paar.

Der Kiirze wegen heile die erste Gerade g,, die zwelte g,. Dann
ist. jeder Pankt von g, Mittelpunkt von g,. Es ist aber auch jeder
Punkt von g, Mittelpunkt von g,. Es gibt also in enem Raum zu
jeder Geraden eine zugeordnete Gerade derart, daf jeder Punkt jeder
von beiden Geraden Mittelpunkt der anderen Geraden ist. Jeder Punk:
jeder der beiden Geraden hat von jedem Punkt der anderen Geraden

den Abstand o§> -

Solche Geraden eines Raumes, welche diese gegenseitigen Higen-
schaften besitzen, nenne ich Zwillingsgeraden. Zu jeder Geraden eines
Raumes existiert in demselben Raum eine und nur eime Zwillings-
gerade. Die gimtlichen Punkte der beiden Geraden haben voneinander
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den Abstand des Naturmaximums, . Der Beweis dafiir ergibt sich

aus obiger Ableitung.

Zwillingsgeraden sind die einzigen iiberhaupt existicrenden Ge-
raden, welche konstanten Abstand voneinander haben. Sie stellen
gleichsam eine spite Erfilllung dessen dar, was man in unmoglicher
Weise von den Parallelen glaubte hoffen zu sollen. Geraden derselben
Ebene konnen nicht konstanten Abstand voneinander halten. Ge-
raden eines Raumes konnen dies in dem einen, ausnahmsweisen

N0
Falle, dafl der konstante. Abstand o betragen soll. Dann sind es

Zwillingsgeraden.

§ 76. Windschiefe Geraden eines Raumes.

Legt man irgend zwei Geraden in einen Raum, so werden sic
in der Regel weder ein und derselben Ebene angehiren, noch werden
sie Zwillingsgeraden sein. Sondern der regulire Fall ist der, wo die
Greraden, wie man sich in der Stereometric ausdriickt, windschief ver-
laufen. Um zu erkennen, was diese Bezeichnung besagt, wolle man
zwel geradlinige Stibe in unregelmiBiger Weise in den Raum halten
und ihr gegenseitiges Verhiltnis beachten.

Windschiefe Geraden schneiden sich iiberhaupt nicht. Sie werden
durch folgende Definition bestimmt: Windschiefe Geraden sind solche
Geraden eines Raumes, bei denen die Verbindungsgeraden je zweier
nebeneinanderliegender Punkte ungleiche Linge haben, ohne dall die
Geraden derselben Ebene angehioren. Oder eine andere Defimition:
Windschiefe Geraden sind Geraden, die weder in derselben Ebene
verlaufen, noch Zwillingsgeraden sind.

Jedes Paar windschiefer Geraden hat zwel Stellen der Maximal-
entfernung und zwei Stellen der Minimalentfernung. Diese vier Stellen

liegen jeweils , auseinander, und zwar so, daff Maximal- und Minimal-

entfernung abwechseln. Sind zwei windschiefe Geraden im Raum
wirklich gegeben, so iiberblickt man gewohnlich eine Minimalstelle,
von welcher aus die Abstinde nebeneinanderliegender Punkte immer
groBer werden. Dies kann man sich an den beiden ebengenannten
Stiaben klar machen.

Wenn im planimetrischen Teil gelegentlich der Parallelen-
diskussion hie und da gesagt wurde, da es nichtschneidende Geraden



